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ERRATA. 



Page 63, ligne 11, au lieu de apres lui, lisez avant lui. 

Page 63, ligne avant-dernière, au lieu de (a -}- 6 -j- e)m, lisez 

niêt nnt 

Page 79, ligne 10, au lieu de l/a" , lisez p / a*'. 

Page 86, ligne k, au lieu de substituée àn, lisez substi- 
tuée à x. 

Page 107, ligne 12, au lieu de 20a: — 4y = 54, lisez 
20 a: — 4y = 56. 

Page 108, ligne 24, au lieu de Am-|-A, lisez Am-|- A'. 

CL OC 

Page 1 18 , ligne 2 , au lieu de - , lisez) 

• N i/ b r — t/ 

Page 120, ligne 6, au lieu de n — lisez - — 

b' — a' b' — a ' 

Page 122, ligne 26, au lieu de des tiers, lisez des deux tiers. 
Page 152, ligue h, au lieu de conclure , lisez multiplier la 
première. 



Digitized by Google 




LEÇONS NOUVELLES 

D’ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE 

PRÉLIMINAIRES. 

# 

1 . Jusqu’à la fin du seizième siècle , l 'Algèbre n’a eu 
pour objet que la résolution de questions arithmétiques. 

Pour résoudre un problème de ce genre, à une seule 
inconnue , on désigne la valeur de cette inconnue par 
» l’une des lettres de l’alphabet, et l’on indique sur cette 
lettre , au moyen des signes de l’arithmétique , les opé- 
rations qu’on effectuerait sur un nombre quelconque pour 
reconnaître si l’inconnue lui est égale. On arrive ainsi à 
la comparaison de deux résultats obtenus par des voies 
différentes, et liés entre eux par une relation connue, qui 
consiste généralement dans une égalité , et quelquefois 
dans une inégalité. 

Lorsque cette relation est exprimée par une égalité , on 
donne à celle-ci le nom à' équation, pour la distinguer des 
égalités dont les termes ne renferment aucun nombre in- 
connu. 

L’équation ou l’inégalité à laquelle le problème con- 
duit étant écrite, on en déduit la valeur de l’inconnue au 
moyen de règles que l’algèbre fait connaître : c’est ce 
qu’on appelle résoudre l’équation ou l’inégalité. Enfin, 
lorsque la valeur de l’inconnue est trouvée, il faut encore 
la vérifier, c’est-à-dire constater qu’elle satisfait aux con- 
ditions du problème. Cette vérification sert de preuve aux 

1 
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2 ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 

calculs qu’on a faits pour écrire et résoudre l’équation ou ’ 
l’inégalité. 

Je vais appliquer à un exemple simple cette règle gé- 
nérale de la résolution des problèmes numériques. 



PROBLÈME. 

Partager le nombre 75 en deux nombres tels que l’un 
surpasse Vautre de 27 unités. 

Je désigne par x le pins petit des deux nombres incon- 
nus; par suite, le plus grand est représenté par 75 — x , 
et leur différence a pour expression 75 — x—x, c’est-à- 
dire 75 — x.2. Or, d’après l’énoncé de la question , cette 
différence est égale à 27 unités. Donc les nombres 75— x. 2 
et 27, obtenus par des voies différentes , sont égaux : 
c’est ce que j’exprime par l’équation 
75 — <r.2 = 27. 

■ 

A défaut de règles pour résoudre cette équation, je ferai 
remarquer, dans ce cas simple, que, si 27 est la diffé- 
rence des deux nombres 75 et æ.2, par cela même x.2 
est aussi la différence de 75 et 27 : donc 

x.2=48 , 

et, par conséquent, 

x =24. 

• 

Il est facile de vérifier cette valeur de x. En effet , le 
plus petit des deux nombres demandés étant 24, le plus 
grand est 75 — 24 ou 41 , et leur différence 41 — 24 égale 
27 unités. Donc les nombres 24 et 41 résolvent le problè- 
me proposé. 
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2. Dans tout problème numérique, il y a deux choses 
à considérer : 1° les valeurs particulières des quantités 
connues; 2° la relation qui lie l’inconnue à ces données. 
Celte relation constitue la nature de la question : aussi, 
lorsqu’elle est la même pour deux problèmes , on dit qu’ils 
sont de même nature. Tels sont, par exemple, les pro- 
blèmes relatifs à l’intérêt simple. • • 

La méthode que je viens d’exposer sommairement pour 
la résolution des problèmes numériques a tous les incon- 
vénients d’une opération arithmétique. Elle fait décou- 
vrir le nombre inconnu, mais on ne reconnaît plus dans 
ce nombre ceux qui ont servi d’éléments, et l’on ne re- 
trouve en lui aucune trace des opérations particulières qui 
l’ont produit. Aussi , malgré la liaison évidente des pro- 
blèmes de même nature, la résolution de l’un d’entre eux 
n’abrége en rien la recherche de l’inconnue des autres, 
et chaque exemple particulier doit être traité comme si 
l’on résolvait la question pour la première fois. 

Un géomètre français, nommé Viète (’), a fait dispa- 
raître celte imperfection de l’algèbre en désignant par 
des lettres non seulement les inconnues, mais encore 
les données de tout problème numérique. L’avantage de 
ce mode de représentation consiste en ce qu’on ne fait 
qu’indiquer les opérations dans la mise en équation des 
problèmes et dans la résolution des équations, sans qu’il 
soit possible d’effectuer entièrement les calculs commesur 
des nombres. Aussi la méthode de Viète, au lieu de con- 
duire à la valeur particulière de l’inconnue de la question, 
fait connaître le système des opérations par lesquelles on 

(*) Né en 1340, à Fonlenay-le-Comte, en Vendée; mort en 1603. 
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la déduit des quantités données. Le tableau de ces opéra- 
tions , représenté par les caractères algébriques , a reçu 
le nom de formule. 

La formule de l’inconnue d’un problème exprime de 
quelle manière cette quantité dépend de celles qui sont 
données : aussi elle est applicable à tous les problèmes de 
même nature. C’est dans cette généralité de la formule 
que réside la généralité de la solution du problème pro- 
posé. 

Je vais appliquer la méthode de Viète à la résolution 
du problème précédent, dont voici le nouvel énoncé : 
Partager le nombre n en deux nombres tels que Vun sur- 
passe l’autre de d unités. 

Soit x le plus petit des deux nombres inconnus, n — x 
est alors le plus grand , et leur différence a pour expres- 
sion n — x — x ou n—a :.2; or cette différence est, par 
hypothèse , égale à d : donc 

n — x.î=d. 

En raisonnant comme dans le problème numérique , je 
forme l’équation 

x.2 =n — d , 

de laquelle je conclus 

n — d 

X 2 ~‘ 

Cette formule exprime que la plus petite des deux incon- 
nues du problème est égale à la moitié de l’excès du nom- 
bre à partager sur la différence donnée. 

Quant à la plus grande inconnue , je l’obtiens évidem- 
ment en ajoutant à la plus petite la différence d. Par con- 
séquent , elle est égale à la quantité - — ’ c l u ‘ se r ^‘ 
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duit à car, au lieu de retrancher ^ de”, etd’ajou- 
n d 

ter d au reste - — -, je puis commencer par ajouter d à 

L 2» 

^ et retrancher ensuite 5 de la somme La formule 

J» L 1 

» ou - 4 —» montre qu’on peut calculer la plus grande 
inconnue indépendamment de la plus petite , puisqu’elle 
est égale à la moitié de la somme du nombre à partager et 
de la différence donnée. 

Cet exemple suffit pour faire comprendre la différence 
qui existe entre l’algèbre des anciens et celle de Viète. 
Par la première on trouve les nombres qui résolvent un 
problème donné ; la seconde , au contraire , fait connaître 
les formules de ces nombres, c’est-à-dire le mode de leur 
formation au moyen des données. Sans changer le but de 
l’algèbre , Viète a donc généralisé et simplifié cette scien- 
ce, qu’on a long-temps divisée en deux autres : l’une 
appelée numérale, parce qu’elle ne trouvait que des nom- 
bres, c’était l’algèbre des anciens; l’autre nommée spé- 
cieuse, parce qu’elle conduisait à la connaissance de la for- 
me ( species ) des quantités inconnues , c’était l’algèbre de 
Viète. Mais cette distinction n’est plus admise. 

Je résume toutes les considérations précédentes dans * 
cette définition donnée par Euler : * L’algèbre est la scien- 
ce des quantités en général. » 

Elle se divise en deux parties : 1° le calcul algébrique; 

2 ° la résolution des équations et leur application à la réso- 
lution des problèmes. Avantd’en commencer l’exposition, 
je vais donner quelques définitions indispensables. 

3. Il y a deux sortes désignés en algèbre. 4° On se sert 
de lettres pour représenter les valeurs des quantités , de 
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6 ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 

quelque nature qu’elles soient. Ainsi la lettre a peut dé- 
signer un nombre quelconque ; il en est de même de toute 
autre lettre. Les dernières lettres $, y, *,.•• de l’alpha- 
bet, sont employées de préférence pour représenter des 
nombres inconnus. On indique les opérations du calcul 
algébrique par les signes usités en arithmétique ; je vais 
les rappeler rapidement. 

Pour l’addition, on se sert du signe ~j-, qu’on énonce 
plus. Ainsi a -{-b est la somme des deux nombres a et b. 

On indique la soustraction par le signe — , qu’on énonce 
moins. Ainsi a — b est la différence des deux nombres 
a et b. 

Quant à la multiplication , on emploie le signe X 00 I e 
point (.), qu’on énonce multiplié par. Ainsi les notations 
a\b, a. b, représentent le produit de la multiplication 
de a par b. Lorsque les deux facteurs du produit ne sont 
pas des nombres exprimés en chiffres , un géomètre 
anglais, nommé Harriot, a proposé de supprimer le si- 
gne de la multiplication, qui est alors indiquée par la juxta- 
position des deux facteurs; par exemple, les expressions 
ab et 5a désignent les produits de a pari et de 5 para. 
Il est évident que cette abréviation ne peut être appliquée 
à l’écriture du produit de deux nombres exprimés en chif- 
fres, car le produit de 5 par 6 n’est pas égal à 56. 
Lorsque l’un des facteurs d’un produit algébrique est un 

nombre , on l’écrit toujours à la gauche du produit, et on 

*> 

lui donne le nom de coefficient. Ainsi le nombre ~ est le 
2 

coefficient du produit - abc. 

u * 

La division s’exprime par le signe (:), qu’on énonce di- 
visé par. Comme toute fraction représente , en arithmé- 
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tique , le quotient de la division de son numérateur par 
• son dénominateur, on emploie aussi, en algèbre, la no- 
tation | pour désigner le quotient de la division de a par 
b , et on l’énonce de la manière suivante : a divisé par b , 
ou plus simplement a sur b. On donne , par analogie , le 
nom de fraction algébrique à la quantité 

On indique l’égalité de deux nombres en écrivant en- 
tre eux le signe =, qu’on énonce égale. Au contraire , on . 
exprime l’inégalité de deux nombres en les séparant par 
le signe > ou le signe < , selon que le premier nombre 
est plus grand ou plus petit que le second. Les membres 
d’une égalité ou d’une inégalité sont les deux quantités 
placées de part et d’autre du signe de l’égalité ou de l’in- 
égalité. 

4. On appelle monôme toute quantité algébrique qui n’a 
qu’un terme , c’est-à-dire telle que les lettres qui la com- 
posent ne soient liées par aucun des signes + ou — , 
comme_2aèc et — . Pareillement on appelle binôme toute 
quantité qui a deux termes, comme 2a-j-3J et Za — 4 b ; 
trinôme, celle qui en a trois; et en général polynôme, celle 
qui a plusieurs termes. 

Un monôme et un polynôme sont entiers par rapport 
aux lettres qui entrent dans leur composition lorsque au- 
cune de ces lettres ne s’y trouve comme diviseur; dans 
le cas contraire on dit qu’ils sont fractionnaires. 

Deux monômes sont semblables lorsqu’ils ont la même 

composition algébrique ; ces termes ne diffèrent que par 

leurs co«$fê®6itts. Ainsi — et — sont des monômes 

e c 

semblables. 

5, Lorsqu’on donne des valeurs particulières aux lettres 
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qui composent un monôme , on obtient la valeur correspon- 
dante de ce terme en effectuant les opérations indiquées 
sur les lettres. Soit, par exemple, la quantité dont on 
demande la valeur en supposant que 

0=5, 6= 4 et c— 8. 



Le monôme proposé a pour valeur le nombre - , 

qui n’est autre que 3 L’espèce des unités de ce nombre 
est indiquée par la question qui a conduit à la formule 



La valeur d’un polynôme correspondante à des va- 
leurs particulières données aux lettres qui le composent 
est l’excès de la somme des valeurs de ses termes précé- 
dés du signe -J- sur la somme de ceux qui ont le signe 
— . S’il est impossible de soustraire la seconde somme 
de la première , le polynôme n’a aucune signification pour 
les valeurs particulières données aux lettres. Ainsi le po- 
lynôme 



a6+2c4— de -J- 



— ce 



est égal au nombre 33 r , lorsqu’on y suppose 



o=10, 6=4, c = 3, d= 1, e=U ; 

mais il n’a aucune signification qui corresponde aux con 
ditions 



o=4, 6 = 2, c= 3, 4=1, e=5. 

On trouve de même que le polynôme 
a . b , a 

“-Ü+Ï - 12 



est nul pour les valeurs suivantes des lettres a , b et c : 
o=24 y 6=8 et c=10. 
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Il résulte de la définition donnée pour la valeur d’un 
polynôme: 1* qu’on ne change pas cette valeur en inter- 
vertissant l’ordre des termes du polynôme , puisque la 
somme des termes précédés du signe -J- reste la même , 
ainsi que celle des termes qui ont le signe — ; 2° que 
tous les termes d’un polynôme ne peuvent avoir le signe 

6. Pour indiquer une opération quelconque sur des poly- 
nômes, on met chacun d’eux dans une parenthèse et l’on 
se sert du signe par lequel on indiquerait la même opéra- 
tion sur deux monômes. Ainsi, des deux notations 
(a — ô -J- c) (af — e), (a — b-\-c)(d — e), 

la première exprime la somme et la seconde le produit 
des polynômes a — b -f-c , d — e. 
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LIVRE I. 

CALCUL ALGÉBRIQUE. 



CHAPITRE I. 

Addition. — Soustraction. — Réduction des termes 
semblables. 

Le calcul algébrique comprend V addition , la multipli- 
cation, la formation des puissances , et les opérations in- 
verses , c’est-à-dire la soustraction , la division et Y extrac- 
tion des racines. 

Toute quantité algébrique devant être considérée com- 
me un nombre, les opérations de l’algèbre se définissent 
comme celles de l’arithmétique dont elles portent les 
noms ; mais elles en diffèrent en ce qu’on ne fait que les 
indiquer et qu’il est impossible de les effectuer entière- 
ment. Ces opérations se réduisent, en général, à trans- 
former les expressions algébriques qui résultent de leur 
indication immédiate en d’autres plus simples, mais équi- 
valentes. 

Les règles relatives aux opérations inverses se démon- 
trent par la vérification des résultats auxquels elles con- 
duisent. 



I. — ADDITION. 

L’addition de plusieurs quantités de même espèce a 
pour objet de les réunir en une seule , qu’on appelle leur 
somme. 
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Addition des monômes. 

Soit à additionner les monômes 3 a, 4 b et 2c. 

Je fais d’abord la somme 3a-f-4à des deux premiers 
monômes 3 a, 4 b, puis j’ajoute à cette somme le troisième 
monôme 2c, et je trouve 

3a -j- U 6-j- 2c 

pour le résultat de l’addition proposée. 

De là résulte cette règle : Pour additionner plusieurs mo- 
nômes, on les écrit les uns après les autres , en les sépa- 
rant par le signe +. 

Corollaire. — La somme de plusieurs monômes sem- 
blables peut être réduite à un seul dont le coefficient égale 
la somme de ceux des termes additionnés. 

Soient donnés les monômes semblables -abc, Qabc, 
Sabc. Leur somme 

j abc 2 abc -f- babc 

3 

est égale aux ^ du produit abc , augmentés de 2 fois et de 

5 fois le même produit ; or l'addition des nombres ^ , 2 et 
3 31 

5, a pour résultat 7 - , ou — : donc la somme des monô- 

31 

mes proposés se réduit à — abc. 

Afin que cette règle n’ait pas d’exception, on .est con- 
venu de donner l’unité pour coefficient à tout monôme qui 
n’en a pas, parce que ce terme se trouve une fois dans la 
somme cherchée. Ainsi la somme 
3ab-\-bab-{-ab 

égale 3 fois -f-S fois-j-1 fois le produit ab, c’est-à-dire 
9ab. 
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Addition des polynômes. 

Soit proposé d’ajouter le polynôme a — ô-j-c — d à un 
monôme, ou à un polynôme que je désigne, pour abréger, 
par la seule lettre P. 

Comme la valeur du polynôme a — b-\-c — d est égale 
àFexcès de a~\-c sur b-\-d, l’addition proposée revient à 
ajouter a-\-c à la quantité P et à soustraire ensuite b-\-d 
du résultat de l’opération précédente. Pour effectuer l’ad- 
dition des quantités P et a-f-c, j’augmente d’abord P de 
a , puis la somme P-f-a de c. Je trouve ainsi le polynôme 
P — }— a— j— duquel il faut maintenant soustraire la quan- 
tité b -{- d. Pour cela , je retranche premièrement b 
de P-f-a-j-c, et en second lieu d du reste précédent 
P+ a-f-e — b ; ce qui donne 

P -f a-f c — "b — d 
ou 

P-f-a — ô-f e — d 

pour la somme des deux quantités P et a — b-\~c — d. 
Donc 

Règle. — On additionne plusieurs polynômes en écri- 
vant leurs termes les uns à la suite des autres avec les 
signes qui les précèdent. 

IL — SOUSTRACTION. 

J 

Soustraire une quantité d’une autre quantité de même 
espèce , c’est en trouver une troisième qui, ajoutée à la 
première , reproduise la seconde. . 

Le résultat de cette opération est appelé reste ou diffé- 
rence. 
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Soustraction des monômes. 

Règle. — Pour soustraire un monôme d’un autre , on 
écrit le premier à la droite du second, en les séparant par le 
signe — . 

Cetle règle n’est autre chose que la convention faite 
pour représenter par le signe — la différence de deux 
quantités. Ainsi le binôme 

2a — 3b , 

exprime le reste qu’on obtient en retranchant 5 b de 2 a. 

Corollaire. — La différence de deux monômes sem- 
blables peut être réduite à un seul monôme dont le coeffi- 
cient égale la différence de ceux des termes donnés. 

20 j 

Soit à soustraire 5 ab de — ab. Le nombre- étant l’ex- 

à 0 

20 

cès de — sur 5, je dis que la différence 

O 

20 . t , 
ab — 5 ab 
o 

5 5 

égale -ab. En effet, si j’ajoute à ^ab le premier mono- 

o 3 

20 

me donné 5a&, je trouve le second monôme donné — ab 

O 

pour le résultat de celte addition , puisque le coefficient 

20 5 

Y est, par hypothèse, la somme des coefficients 5 cl -. 
Soustraction des polynômes. 

Règle. — Pour soustraire un polynôme d’un monôme 
ou d'un autre polynôme, on écrit successivement tous ses 
termes à la droile-du monôme ou de l’autre polynôme, avec 
les signes contraires à ceux dont ils sont affectés. 

Soit à soustraire le polynôme a — b-\-c — d d’un mo- 
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nôme, ou d’un polynôme que je désigne , pour abréger, 
par la. seule lettre P: je dis que le polynôme 
P — a ~| -b — c-\-d, 

formé d’après la règle précédente, est le reste demandé. 
En effet, si j’ajoute à la quantité P — a-\-b — c-\-d le po- 
lynôme a — b-\-c — d, j’obtiens la somme 
P — — c-j-d -f-fl — ô-j- <? — d , 

I 

qui se réduit évidemment à P, puisque les termes du po- 
lynôme a — b -J- c — d y sont écrits deux fois, avec les 
signes contraires + e,t — . 

Corollaire. — Pour soustraire plusieurs monômes ou 
polynômes A, B, C, ... d’un autre monôme ou polynôme 
P , on peut retrancher de P la somme A — f- B — C ... 

Scholie relatif à l’addition et à la soustraction. — 
Toute égalité exprime, en général, deux théorèmes, 
dont on forme les énoncés en considérant chaque mem- 
bre de l’égalité comme la transformée de l’autre. Ainsi les 
égalités 

P - J- (a — b -j- c) = P -J- a — b -J- c , 

P — (a — 6-|-c) = P — a-\-b — c, 

dont les premiers membres se transforment dans les se- 
conds, font connaître les règles de l’addition et de la sous- 
traction. Mais, si l’on y considère, au contraire, les pre- 
miers membres comme les transformées des seconds, ce 
qu’on indique de la manière suivante : 

P-|-a — è-(-c=P-[-(a — 6-j-c), 

P — a-\-b — e=P — (a — 6-f-c), 

on a ce théorème : Lorsqu'on met dans une ■parenthèse 
un certain nombre de termes d’un polynôme , la parenthèse 
doit être précédée du signe -j- ou du signe — , selon que 
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les termes qu’elle renferme ont les mêmes signes que dans 
le polynôme ou les signes contraires. 

D’après cette règle, le polynôme 

a — 6-|— c — + 6 

peut être écrit de la manière suivante : 
a — (6 — e)+ (« — d). 

III. — RÉDUCTION DES TERMES SEMBLABLES 
DES POLYNOMES. 

Lorsque, dans une addition ou une soustraction, les 
polynômes donnés ont des termes semblables, la somme 
ou la différence dont ces termes font partie est suscepti- 
ble de simplification , car on peut remplacer l’ensemble 
des termes semblables par un seul , dont on détermine la 
valeur et le signe par la règle suivante : On fait la somme 
des termes semblables précédés du signe +, celle des 
termes semblables précédés du signe — , puis on sous- 
trait la plus petite somme de la plus grande. Le reste de 
cette soustraction et le signe de la plus grande somme re- 
présentent la valeur et le signe du terme cherché. 

En effet , soit proposé d’additionner les binômes 3 a— 6b, 
5 b — 2 a, 5 b — a, 6a — Ab, qui ont des termes sembla- 
bles , les uns à 3a et les autres à 6b. 

La somme de ces binômes est égale à 

3a— 66+56 — 2a+36 — a-|-6a — 66. 

Pour la simplifier, je réunis dans la même parenthèse les 
termes qui sont semblables et précédés du même signe ; 
cette somme prend alors la forme suivante : 

(3a + 6a) — (2a + a) + (56 + 36) — (66 +66). 
J’effectue ensuite les additions indiquées dans les paren- 
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thèses, c'est-à-dire que je fais, pour chaque sorte de ter- 
mes semblables , la somme des termes ‘précédés du signe 
et celle des termes précédés du signe — . Le résultat 
de ces opérations est le polynôme 

9a — Ja-f-86 — 106, 

qui n’a que deux termes semblables de chaque espèce, 
l’un affecté du signe -f- et l’autre du signe — . Je rassem- 
ble ces deux termes dans une parenthèse, devant laquelle 
j’écris le signe du plus grand terme, et le polynôme 
v précédent devient : 

(9«— 3o)— (106 — 86). 

Je fais alors la soustraction indiquée dans chaque paren- 
thèse, c’est-à-dire que je retranche la plus petite des som- 
mes précédentes de la plus grande et je donne au reste le 
signe de la parenthèse correspondante , lequel est le même 
que celui de ta plus grande somme . J’obtiens ainsi la 
quantité 6o — 2 b pour la somme des binômes proposés, 
simplifiée d’après la règle énoncée ci-dessus. 

Pour opérer plus facilement la réduction des termes 
semblables dans l’addition et la soustraction des poly- 
nômes, on peut imiter la disposition de l’addition et de la 
soustraction des nombres entiers , c’est-à-dire placer les 
polynômes les uns sous les autres , en mettant leurs ter- 
mes semblables dans la même colonne. On écrit alors la 
somme ou la différence sous le dernier polynôme, dont on 
la sépare par un trait horizontal ; chaque terme de cette 
somme ou de cette différence se ^détermine en réduisant à 
un seul les termes semblables placés dans la même co- 
lonne. 11 ne faut pas oublier, dans la soustraction, de 

s 
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changer les signes des termes du polynôme que l’on re- 
tranche. 

Exemples d’addition. 



5a — 6-f-2c 
2a— 364*6e 
a-j-26 — 3c 

8a— 26+3c 



2a-|- 76— 5c 

ga — 3c-^-6d 

5& — j— 2c — 6d 

7a + 126— 6c— 2d 



Exemples de soustraction. 



9a — 66 — 8c 
7a+36 — 5c 



2 a— 76— 3c 



|a-|6+c-3 

3 1 . I. 

-a — -6 +1 

tx 3 



4 
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CHAPITRE II. 

Multiplication. 

Multiplier deux quantités l’une par l’autre , c’est effec- 
tuer sur la première , appelée multiplicande , les mômes 
opérations qu’on a faites sur l’unité, pour en déduire la 
seconde , appelée multiplicateur. 

Le résultat de la multiplication se nomme^ produit ; il a 
pour facteurs le multiplicande et le multiplicateur. 

On appelle puissance d’une quantité le produit de plu- 
sieurs facteurs égaux à cette quantité , et degré de la 
puissance le nombre de ces facteurs. Ainsi le produit 
aaaaa est la cinquième puissance de a ; Descartes le re- 
présente par la notation abrégée a 5 , dans laquelle le chif- 
fre 5, écrit un peu plus haut que la lettre a et à sa droite, 
a reçu le nom d 'exposant. 

Par analogie avec les puissances , on nomme degré d’un 
produit entier, tel que le monôme ba 3 bYd, le nombre 
40 des facteurs algébriques de ce produit. Il résulte de 
cette définition que le degré d’un monôme entier est égal 
à la somme des exposants de toutes les lettres qui le com- 
posent, si l’on convient toutefois de donner l’unité pour 
exposant à chaque lettre qui n’en a pas. 

Un polynôme entier est homogène lorsque tous ses 
termes sont du même degré. Tel est le polynôme 
Sa 2 b — 3 ab 2 -\- 6fc 3 , dont les différents termes sont du troi- 
sième degré. 
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On dit qu’un polynôme est ordonné par rapport à l’une 
des lettres qu’il renferme lorsque ses termes sont rangés 
dans un ordre tel que les exposants de celte lettre vont 
en croissant ou en décroissant. On appelle lettre princi- 
pale d’un polynôme celle par rapport à laquelle il est or- 
donné; le plus haut exposant de cette lettre désigne le 
degré du polynôme. Ainsi le polynôme 

3a* — 4a 6 -j-7a s -}-2a 3 — 8a 3 

est ordonné par rapport à la lettre a, dont les exposants 
décroissent d’un terme au suivant, et il est du huitième 
degré, puisque le plus grand exposant de sa lettre prin- 
cipale égale le nombre 8. ‘ ; 

Si, dans les termes extrêmes d’un polynôme ordonné, 
la lettre principale a pour exposants les nombres m et n , m 
étant plus grand que n, ce polynôme a au plus m — n-f-l 
termes : car les exposants de la lettre principale ne peu- 
vent être que les m — n-f-1 nombres entiers 

n, n + 1, n-f2, n-{-(m — n), 

dont le dernier est égal à m. 

Lorsque l’un des termes extrêmes du polynôme ne ren- 
ferme pas la lettre principale, et que, dans l'autre, l’ex- 
posant de cette lettre est m, le polynôme a au plus ra-f-1 
termes. On démontre ce cas particulier comme le cas gé- 
néral , duquel on peut le déduire en supposant n=o dans 
la formule précédente m — n-f-1. 

Dans la multiplication algébrique, j’admettrai les prin- 
cipes suivants , déjà démontrés en arithmétique : 

On ne change pas le produit de plusieurs facteurs en 
intervertissant l’ordre des multiplications. 
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Si l’on multiplie l’un des facteurs d’un produit par un 
nombre y le produit est aussi multiplié parce nombre. 

» 

Multiplication de deux puissances de la même quantité. 

r. ' 

Soit à multiplier a 5 par a\ Le multiplicateur a 3 se dé- 
duit évidemment de l’unité , en la multipliant successive- 
vement par trois facteurs égaux ha: donc, j’obtiendrai le 
produit a 5 X« 3 en multipliant aussi le multiplicande a 1 
par trois facteurs égaux à a. La première de ces multipli- 
cations donne a\ la deuxième a 7 , et la troisième a 8 . L’ex- 
posant 8 de ce dernier produit étant égal à la somme des 
exposants 5 et 3 des deux facteurs a* et a\ j’en conclus 
la règle suivante : 

Le produit de deux puissances de la même quantité est 
une autre puissance de cette quantité , dont le degré égale 
la somme des degrés de ses fadeurs. 

Scholie. — Cette règle est formulée par l’égalité • 
a*Xa , =a *+ , 1 

dans laquelle les exposants m et n sont des nombres en- 
tiers quelconques. 

Multiplication de deux monômes entiers . 

1 3 

Je prends pour exemple la multiplication de - a-b s c' 
par 5 a*b\ Comme le multiplicateur 5 a*b * peut être for- 
mé en multipliant l’unité successivement par les quantités 
3, a 4 et b\ j’obtiendrai le produit demandé en multipliant 

3 • 

aussi le multiplicande tfb'd par les mêmes quantités. 
Pour effectuer ces opérations , je multiplie les facteurs 

3 3 , 

g , a% £ s , de - a’ôV, respectivement par 8, para* et b $ ; 



Digitized by Google 



22 



ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



le monôme | a 2 b*c 3 , en vertu d’un principe d’arithméti- 
que précédemment admis, se trouve multiplié successive- 
ment par 5, par o s et ô 5 : donc le produit de ^ aïb'c? par 

So 4 ô‘ est égal à y a 6 b*c'. 

De là résulte cette règle : Pour multiplier deux mo- 
nômes entiers l'un par l’autre, il faut former avec toutes 
leurs lettres un autre monôme entier dont le coefficient soit 
le produit de ceux des monômes donnés , et dans lequel 
chaque lettre ait pour exposant la somme de ses exposants 
dans les deux facteurs. 

Corollaire. — Le degré du produit de deux monômes 
entiers est égal à la somme des degrés de ses facteurs. 

Multiplication d'un monôme par un polynôme 
et inversement. 

Je prends pour exemple la multiplication du monôme 
a par le polynôme b-c- f- d. Comme le multiplicateur 
b — c— (— d se déduit de l’unité en la multipliant par cha- 
cune des quantités b , c, d , puis en retranchant le produit 
c de la somme des deux autres produits b et d, j’effectue 
l’opération proposée en multipliant le multiplicande a par 
chacun des termes b, c, d , du multiplicateur a-b-\-c, et 
en retranchant le produit ac de la somme des deux autres 
produits ab, ad. Je trouve ainsi 

ab-\~ad — ac 
OU 

ab — ac ad 

pour le résultat cherché, et j’en conclus la règle suivante : 

Le produit de la multiplication d’un monôme par un po - 
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lynôme se fait en multipliant le monôme par les différents 
termes du polynôme et en écrivant ces produits les uns à la 
suite des autres, avec les signes dont leurs facteurs sont 
précédés dans le polynôme. 

Corollaire. — Le produit d’un polynôme par un mo- 
nôme s’obtient d’après la même règle, car 

(ft — c-}-ct)a=a(& — e^-d). 

Scholie. — L’égalité 

ab — ac-\-ad=a(b— e-f-i) 

montre que, lorsque les termes d’un polynôme ab — ac-\-ad 
ont un facteur commun a, on peut le supprimer dans 
chacuri d’eux, puis multiplier par ce facteur le polynôme 
ainsi modifié ; c’est ce qu’on appelle mettre un monôme 
en facteur. 

Cette opération est d’une grande utilité ; elle sert à or- 
donner un polynôme par rapport à une lettre dont la même 
puissance se trouve dans plusieurs termes. En effet, pour 
ordonner le polynôme 

a 3 -\-a 2 x-\- ax 2 — 6 3 -j- b 2 x — bx 2 — c 2 x 

par rapport aux puissances décroissantes de la lettre x, 
je remarque 1° que x 3 est facteur des deux termes ax 2 , 
bx 2 , 2° que x est aussi facteur des trois termes a*x, b 2 x, 
c 2 x. rapplique alors la règle précédente à ces deux 
groupes de termes et je donne au polynôme proposé la 
forme suivante : 

(o — 6)* 1 + (a 2 + b 2 - e 1 )* -f- o 3 — bK 

Par analogie avec les polynômes ordonnés dont les coeffi- 
cients sont numériques, chacun des multiplicateurs algé- 
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briques a — b, a’-f-t’ — c\ des différentes puissances de la 
lettre principale , a reçu le nom de coefficient. 

Au lieu de mettre les coefficients polynômes dans des 
parenthèses, on les écrit aussi de la manière suivante : 




a^-f-a 3 
4-fc 5 —6* 

— c 3 



dans laquelle les termes de chaque coefficient sont placés 
les uns sous les autres et séparés de la lettre principale 
par un trait vertical. Cette seconde disposition exige moins 
de place que la première dans le sens horizontal. 



Multiplication de deux polynômes. 

Soit à multiplier le polynôme a — b-\-c par le polynôme 
d- j-e — f. Comme le multiplicateur d- {-e — f se déduit de 
l’unité en la multipliant par chacun des nombres d , e, f, 
et en retranchant le troisième produit f de la somme d-\-e 
des deux autres, j'effectue la multiplication de a — b \-c 
par d-\-e — f en multipliant le multiplicande a — b-\-c par 
chacun des termes d, e , f, du multiplicateur, et en sous- 
trayant le troisième produit (o — b-\-c) f de la somme des 
deux autres (a — b-\-c)d', ( a — £-f- c)e. Ce résultat est 
exprimé algébriquement par l’égalité 

(a — 8-f-c) (d-|~e — f)=(a — b — c'yi (ji — b -J- c^c — (a — b c)f. 

Cette formule montre 1° que chacun des termes des 
produits (o — b-\-c)d, (a — b-\-c)e, ( a-b~\-c){ , a le 
même signe que le terme du multiplicande dont il est 
formé ; 2° que le produit total s’obtient en additionnant 
les produits partiels qui proviennent des termes du mul- 
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tiplicateur précédés du signe et en retranchant, an 
. contraire, ceux qui dérivent des termes du multiplicateur 
précédés du signe — • Par conséquent , chaque terme du 
produit de deux polynômes a le môme signe que son facteur 
multiplicande , ou un signe différent, selon que son facteur 
multiplicateur a le signe -f- ou le signe — . 

Dans les applications cette règle se décompose en 
quatre parties : 

1" Le produit d’un terme précédé du signe -f- par un 
terme précédé aussi du signe -f- a le signe 

2’ Le produit d’un terme précédé du signe -)- par un 
terme précédé du signe — a le signe — . 

3° Le produit d’un terme précédé du signe — par un 
terme précédé du signe — {— a le signe — . 

4° Le , produit d’un terme précédé du signe — par un 
terme précédé aussi du signe — a le signe -j-. 

En comparant le premier cas et le quatrième, on voit 
que le produit de deux termes précédés du même signe a 
le signe -J-. Le rapprochement des deux autres cas 
montre aussi que le produit de deux termes a le signe 
— lorsque ses deux facteurs ont des signes différents. 
C’est ordinairement sous cette forme, plus simple que les 
précédentes, qu’on énonce la règle des signes dans la 
multiplication des polynômes. Ainsi : 

Règle. — Pour multiplier deux polynômes l’un par 
l'autre , on multiplie successivement les termes du multi- 
plicande par ceux du multiplicateur f puis on écrit ces pro- 
duits partiels les uns à la suite des autres , en donnant à 
chacun d’eux le signe ou le signe — , selon que les 
deux facteurs ont le même signe ou des signes contraires. 

Cette règle ramène la multiplication de deux polynô- 
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mes à une suite de multiplications de monômes qu’on ef- 
fectue d’après le procédé précédemment donné. 

Dans la multiplication algébrique , la disposition du cal- 
cul est la même qu’en arithmétique : on place le multipli- 
cateur sous le multiplicande, et l’on écrit les produits 
partiels sous le multiplicateur, dont on les sépare par un 
trait horizontal ; on fait ensuite l’addition de ces produits ; 
et, s’ils ont des termes semblables , on en opère la réduc- 
tion. Voici un exemple de multiplication de deux polynô- 
mes, offrant l’application de toutes les règles précédentes : 

Multiplier 3a*b — 2a 3 6*-t-5a*& 3 — 6a6* 

per 2 u*6* — 3a6*+46‘ 

îî 11 per 2 a*6*.... 6 a®6 3 — 4a s 6* + 10a 3 6 5 — 12a s 6“ 

•§.g4L\ per 3a6 3 — 9a“6 3 + 6M6 3 — 15a 3 6°-|-18a*6 7 

£ g per 4M 4-12a*6 5 — 8a 3 6«4-SOa*6 7 — 24a6* 

B 

Produit totel simplifié 6a®6*— 13a , 6 4 +28a*6 8 — 35a 3 6 6 + 38a*b 7 — Î4a6 3 

Scholie . — Si les deux polynômes sont ordonnés par rap- 
port à une lettre commune dont les coefficients soient eux- 
mêmes des polynômes , les règles précédentes sont en- 
core applicables ; mais il faut effectuer à part les multi- 
plications des coefficients qu’on ne peut plus faire immé- 
diatement. 

C’est ainsi qu’en multipliant l’un par l’autre les deux 
polynômes 

(5 6 -f- 6c) a -{-4 6c , 

(36 — 4e)a — 26c+d*, 

on trouve pour produit le polynôme 

(156*— 26c— 24e*)a*-f-(26*c— 28&c*+5&d*+6cd*ja— 86*c*+46cd*. 
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THÉORÈME I. 

i» Si deux polynômes n’ont aucune lettre commune , 
leur produit est composé d’autant de termes qu’il y a 
d’unités dans le produit du nombre des termes du mul- 
tiplicande par le nombre des termes du multiplicateur. 
2® Si les premiers termes de deux polynômes ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes d’une lettre 
commune renferment cette lettre avec les exposants m, 
m't et que les \ derniers termes la contiennent avec les 
exposants n, n ', le nombre des termes du produit de ces 
polynômes est au plus égal à m m' — (n -f n') -}- 1 , 

et au moins égal à 2. 

Dans la multiplication de deux polynômes quelconques, 
chacun des produits partiels du multiplicande par les dif- 
férents termes du multiplicateur est formé d’autant de 
termes qu’il y en a dans le multiplicande. Si , première- 
ment, les deux polynômes donnés n’ont aucune lettre 
commune, les termes des produits partiels, considérés 
deux à deux , diffèrent au moins par l’un de leurs facteurs 
algébriques : donc la somme de ces produits n’a pas de 
termes semblables , et , par suite , elle est composée d’au- 
tant de termes qu’il y a d’unités dans le produit du nom- 
bre des termes du multiplicande par le nombre des ter- 
mes du multiplicateur. 

Je considère , en second lieu , deux polynômes ordon- 
nés par rapport aux puissances décroissantes d’une même 
lettre. Si, dans les premiers termes de ces polynômes , la 
lettre principale a pour exposants les nombres m, m', et 
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dans les derniers termes les nombres n, n', le terme du 
produit des deux polynômes provenant de la multiplica- 
tion des premiers termes du multiplicande et du multipli- 
cateur sera du degré et les autres termes de ce 

produit auront des degrés moindres , puisque m et m' sont 
les plus grands exposants de la lettre, ordonnatrice dans 
les deux polynômes. Pareillement le terme résultant de 
la multiplication des derniers termes du multiplicande et 
du multiplicateur sera du degré n-f-n', et les autres ter- 
mes du produit auront des degrés plus grands. Donc, 
après la réduction de ses termes semblables , le produit des 
deux polynômes, que je suppose ordonné de la môme ma- 
nière que ses facteurs, aura pour premier terme un mo- 
nôme du degré m-j-m', pour dernier terme un monôme 
du degré n-j-n' ; par conséquent , le nombre de ses 
termes sera au plus égal à — (n-f-7i')-|-l > et au 

moins égal à 2 , car aucun des termes dont les degrés sont 
m-f-w', n-J-n', ne peut disparaître par suite de la réduc- 
tion des termes semblables du produit. 

Scholie. — On a un exemple du minimum du nombre 
des termes d’un produit dans la multiplication du poly- 
nôme b-\-a par le binôme a — b ; car on 

trouve a* — b* pour le résultat de cette opération. Cet 
exemple et le raisonnement précédent prouvent aussi que 
chacune des lettres des deux polynômes se trouve au 
moins dans un terme de leur produit. 
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THÉORÈME IL 

Le produit de deux polynômes homogènes est aussi homo- 
gène et d’un degré égal à la somme des degrés de ses 
facteurs. 

En effet , chaque terme des produits partiels que l’on 
forme en multipliant le multiplicande par les différents 
termes du multiplicateur est d’un degré égal à la somme 
des degrés de ses deux facteurs , c’est-à-dire égal à la* 
somme des degrés des deux polynômes , puisqu’ils sont 
homogènes. Donc la somme de ces produits partiels , je 
veux dire le produit des deux polynômes, est homogène 
et d’un degré égal à la somme des degrés de ses facteurs. 

La multiplication effectuée précédemment (page 26) 
offre l’exemple d’un produit de facteurs homogènes. 

THÉORÈME IU. 

Le produit de la somme de deux quantités par leur diffé- 
rence est égal à la différence des carrés de ces quan- 
tités. 

Soient o et b deux quantités quelconques : je multiplie 
leur somme a-\-b parleur différence a — b, et je trouve 
a 1 — b‘ pour leur produit, d’après le calcul suivant : 

a -j-ô 
a — b 

a 2 -\-ab 
— ab — fc J 

a 2 — b 2 
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Scholie. — La formule 

(o4-ft)(a— b)=a* — b 2 

est d’un usage très fréquent ; non seulement elle sert à 
abréger la multiplication , en faisant connaître la compo- 
sition d’un produit , mais encore on l’emploie inverse- 
ment à décomposer la différence de deux carrés en deux 
facteurs. 

• En remarquant que le nombre a est égal à la moitié 
.de la somme des deux nombres a -\-b, a — b, et que le 
nombre b est égal à la moitié de leur différence , on voit 
que la formule précédente exprime aussi ce théorème : 
Le produit de deux nombres quelconques est égal à l’excès 
du carré de leur demi-somme sur le cané de leur demi- 
différence. 

Multiplication de plusieurs polynômes. 

«c • 

Pour faire le produit de plusieurs polynômes , je mul- 
tiplie le premier polynôme par le deuxième, puis le ré- 
sultat de cette première opération par le troisième , puis 
le résultat de cette seconde opération par le quatrième, 
et ainsi de suite jusqu’au dernier polynôme donné. 

Si m est le nombre des polynômes, je dis : 1° que les 
termes du produit sont les différents produits de m facteurs 
qu’on peut former avec un terme du premier polynôme, 
unterme du deuxième,.... et un terme du wi iéme ; 2° que 
chacun de ces produits partiels est précédé du signe 
ou du signe — , selon que le nombre de ses facteurs 
affectés du signe — est pair ou impair. Cette règle est 
évidente lorsque la multiplication donnée n’a que deux 
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facteurs ; je vais l’admettre pour un produit de n poly- 
nômes, et la démontrer pour un produit qui en contien- 
drait 

Soit A — B le produit de n polynômes, A désigne la 
somme de tous les termes qui ont le signe -]- dans ce 
produit, et B la somme de ceux qui sont précédés du 
signe — . Je suppose, en outre, 1° que chaque terme de 
A et de B a pour facteurs un terme du premier polynôme, 
un terme du second,... et un terme du n ième ; 2° que les 
facteurs précédés du signe — sont en nombre pair dans 
un terme quelconque de A , tandis qu’ils sont en nombre 
impair dans chaque terme de B. Gela posé , je multiplie 
A — B par le (n-{-l) léme polynôme C — D, dans lequel 
C -est la somme des termes précédés du signe -f-, et D 
celle des termes précédés du signe — . Je trouve pour 
le produit des »-f-l polynômes le résultat suivant : 

AC— BC — AD+BD, 

sur lequel il est facile de vérifier la règle précédemment 
énoncée. 

En effet, 1° si je considère un terme quelconque du 
produit (A — B) (C — D), par exemple un terme prove- 
nant du produit partiel BC, il a évidemment n-f-1 fac- 
teurs qui sont , d’après la composition de B , un terme du 

premier polynôme , un terme du deuxième, un terme 

du n iéme , et le terme C du(n-J-l) iéme polynôme; 2° cha- 
que terme des produits partiels AC, BD, a, d’après l’hy- 
pothèse , un nombre pair de facteurs affectés du signe 
— , et il est précédé du signe -f-. C’est le contraire 
pour les termes des produits partiels BC, BD. Donc la 
règle admise pour le produit de n polynômes est vraie 
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pour le produit de n-|-l polynômes. Or elle est évidente 
pour deux facteurs , par conséquent elle est applicable 
à trois, puis à quatre, à cinq...., et, en général, à m 
facteurs, m étant un nombre entier quelconque. 

Scholie I. — On peut intervertir l’ordre des facteurs, 
dans la multiplication de plusieurs polynômes, sans chan^ 
ger la valeur de leur produit. L’application de ce principe 
conduit quelquefois à des simplifications de calcul, par le 
rapprochement de facteurs dont le produit est connu d’a- 
vance. Ainsi, pour effectuer le produit suivant : 

>, (o+6)(a+c)(a— &)(a-c), 

je multiplie d abord le premier facteur par le troisième, 
et le second facteur par ie quatrième , parce que ces pro- 
duits partiels sont donnés par le théorème III ; le pro- 
duit proposé est ramené de cette manière à la multipli- 
cation des deux binômes a 2 — b 2 , a 2 — c 2 , dont le résultat 
est o 4 — (&-[-(?) a 2 -\-b 2 c 2 . 

Scholie II. — Un polynôme est symétrique par rapport 
à plusieurs lettres s’il reste le même lorsqu’on y change 
ces lettres les unes dans les autres. Ainsi le polynôme v 

a 3 -j-6 ! -f-e 3 — abc 

. ; • 

est symétrique par rapport aux trois lettres a, b, c. 

Si une quantité susceptible de plusieurs formes est 

symétrique par rapport à certaines lettres, chacune de 

ses transformées jouit de la même propriété , puisque 

cette quantité ne varie pas lorsqu’on change ces lettres 

les unes dans les autres. Cette remarque sert à simplifier 

• 

les opérations sur les quantités symétriques, car elle les 
réduit à la recherche des différentes formes que les ter- 
mes du résultat doivent avoir. On obtient ensuite par de 



Digitized by 



33 



1 CALCUL ALGÉBRIQUE. 

simples changements de lettres tous les termes cor- 
respondants à chaque forme. 

Je prends pour exemple le produit de m facteurs 

(a: + a)(Æ+tO(a:-f-c). 

lequel est symétrique relativement aux lettres a, b, c.... 
Ce produit est un polynôme entier du ?» ième degré par 
rapport à la lettre x\ par conséquent il a des termes de 
m— J— 1 formes différentes. Pour déterminer un terme de 
chaque forme , j’applique la règle de la multiplication des 
polynômes. J’obtiens d’abord le terme de degré m, en 
multipliant entre eux les premiers termes des m binô- 
mes : c’est x m ; je fais ensuite le produit des premiers 
termes de m , — 1 binômes et du second terme du binôme 
restant, ce qui me donne un terme du degré m — 1 , tel 
que ax m ~ l . Alors je remarque qu’à cause de sa symétrie 
par rapport aux lettres a, b , c,.... k, l, le produit doit 
renfermer les termes bx m ~ l , ex m ~ t ,.... lx m ~ i , que je 
forme en remplaçant la lettre a dans ax m ~ l par chacune 
des autres lettres b,c,.... I; je trouve de cette manière 
tous les termes de degré m — 1. Pour avoir un terme de 
degré m — 2, je fais le produit des premiers termes de 
m — 2 binômes et des seconds termes des deux autres bi- 
nômes, et j’ai, par exemple, abx m ~* ; je déduis ensuite 
de ce terme tous ceux qui sont du même degré ,en y rem- 
plaçant les lettres a et b par chacune des autres lettres c, 
d,.... I, c’est-à-dire que x m_ * a pour coefficient la som- 
me des divers produits de deux facteurs qu’on peutformer 
avec les seconds termes des m binômes. 

Par un raisonnement analogue, je trouve que le coeffi- 
cient de æ m_3 est la somme des produits de trois facteurs, 
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formés avec les m quantités o, b, e,.... I ; que le coefficient 
de a?" - * est la somme des produits de quatre facteurs 
pris parmi les mêmes quantités, etc. , et enfin que le terme 
indépendant de la lettre x est égal au produit abc.... kl. 
Par conséquent, si je. désigne par S, , S 2 , S 3 , . . . . S n , la som- 
me des m quantités a , b,.... k,l, et celles des produits de 
2, de 3,.... de n facteurs, qu’on peut former avec les mê- 
mes quantités , le produit 

dont tous les termes doivent avoir le signe -j-, puisque 
leurs facteurs sont précédés de ce signe , est égal au po- 
lynôme 

xm -}- S.a; 1 "-* -f S.ar 1 "- 4 -f- Syr”»— 1 ». . . . - j- S„af m - B -f- etc. S m • 
Je démontrerais pareillement que le produit 
[x — a)(x — b ) (x— c)....(x — k)(x — /) 
est égal au polynôme 

x m — *— S/c m_ 3 -{-etc., 

dans lequel les termes sont précédés alternativement du 
signe -j- et du signe — . 

.PROBLÈME. 

1° Former avecm quantités a, b,c,... k, l, tous tes produits 
possibles de 2, de 3,... de n facteurs, n étant au plus 
égal à m. 

2° Déterminer le nombre des produits de chaque espèce. 

J’écris dans un ordre quelconque et sur une ligne hori- 
rontale les m quantités 

■a, 6, e,*.*. tt , 1 1 

puis je commence par faire les produits de deux facteurs. 
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Comme chacun d’eux résulte de la multiplication d’une des 
m quantités données par l’une de celles qui la suivent dans 
le tableau précédent, j’en conclus que, pour former tous 
ces produits, il faut multiplier chaque quantité par cha- 
cune des suivantes ; ce qui donne 



ab, 


QC • 


■ ad, 


ak, al. 


bc , 


bd,.. 


. bk, 


bl, 


cd , 


et,... 


. cl, 
• • • 


• • • • 


ik. 


U, 


. . 


• . . « 


kl. 









Le nombre de ces produits est évidemment égal à la 
moitié du nombre de toutes les lettres renfermées dans 
ce tableau, puisque chaque produit contient deux lettres. 
Par conséquent, il suffit de déterminer ce dernier nom- 
bre pour en déduire le premier. Or la lettre a se trouve, 
d’après le mode de formation des produits, dans m — 1 
d’entre eux; il en est de même de chacune des autres 
lettres : donc il y a (m — l)»t lettres dans le tableau pré- 
cédent, et, par suite, produits de deux facteurs. 

Pour former les produits de trois facteurs , je considère 
l’un d’entre eux, par exemple le produit adk, et je re- 
marque qu’on l’obtient en multipliant le produit ad de deux 
facteurs par la quantité k, l’une de celles qui suivent le 
dernier facteur d de ad. Il résulte de cette observation 
que , pour faire tous les produits de trois facteurs , il faut 
multiplier successivement chaque produit de deux facteurs 
par les différentes quantités qui suivent le dernier facteur 
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de ce produit. C’est ainsi qu’est formé ce nouveau tableau : 

abc, abd,.... abk, abl , 
acd, ace,.... acl. 



aik, ail, 
a kl, 

lcd, bce,.... bel, 
bde ,.... 



Puisque chacun de ces produits contient trois lettres , 
le nombre des produits de trois facteurs est égal au tiers 
du nombre de toutes les lettres renfermées dans ce ta- 
bleau. Or la lettre a s’y trouve multipliée par les différents 
produits de deux facteurs qu’on peut former avec les 
m — 1 autres lettres b, c..., h, l: donc, d’après le cas 
précédent, elle est contenue fois dans les 

produits de trois facteurs. Comme il en est de même de 
chacune des autres lettres, le tableau renferme en tout 
^ m ~ 1) [™~~- X m lettres , et , par conséquent , il y a 

— 2) p rot j u j| s jg trois facteurs. 

En continuant ce raisonnement, je prouverais que pour 
former les produits de 4, de 5,... de n facteurs , il faut 
multiplier successivement chaque produit de l'ordre précé- 
dent par chacune des lettres qui suivent le dernier facteur 
de ce produit , et que le nombre de ces produits s’obtient 
en multipliant entre eux les 4, les 5,... les n nombres en- 
tiers décroissants à partir de m, puis diviser le résultat 
de cette multiplication par le produit des 4, des 5,... des 
n premiers nombres entiers. 
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Exercices. 

1° Multiplier 

a 2 — 3a6 2 -j-2& 3 par Zia 3 ô 2 c, 

2a‘6 — 3a J ô 2 -j-6a 2 6 3 -{-a& 4 par 5 a 2 6 2 — 3a 3 6-j-.'ia 4 , 
a 4 — 2a 3 6 -j- 6« 2 6 5 — 8aô 3 -f-166 4 par a-)- 26, 

^ a 2 -{-a&-|-6 2 par a 2 — a6-J-6 2 , 

•f. a 4 -j-a 6 -f-o*-j-a 19 pa r a* - 1. 

2“ Effectuer le produit des quatre trinômes 
^ a-|-6-}-c, a-\-b — c, a-J-# — 6, 6 + c — a. 

* - 6 1 ’ Prouver que le nombre des différentes manières 
d’écrire un produit de ti facteurs , en changeant l’ordre 
de ces facteurs, est égal au produit jfe.4.... ». 

/ 4° Vérifier l’égalité 

(a 1 + 6 2 -f-c 2 ) (a ,2 + 6' 2 -}-c' 2 ) — (aa' + 66' -f cc'f=(ab’ — 6a') 2 

. — ca') 2 

-f(6c' — c6') 2 




i 
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CHAPITRE III. 



Division. — Fractions. 

Diviser deux quantités l’une par Pautre, c’est en ch^- 
cher une troisième , nommée quotient , et telle qu’en la 
multipliant par la seconde, appelée diviseur, on repro- 
duise la première , appelée dividende. y 

On indique la division de deux quantités quelconques, 
monômes ou polynômes, en écrivant le diviseur sous le 
dividende , dont o*le sépare par un trait horizontal. Si le 
quotient iirta«li#!lon de deux quantités entières n’a- 
vait que cette forme fractionnaire , la division , consistant 
alors dans une simple indication , ne pourrait donner lieu 
à une ojJferation nouvelle ; mais il est des cas dans les- 
quels le quotient est un monôme ou un polynôme entiers, 
et alors le but de la division est de trouver celte forme du 
quotient, plus simple et plus commode que la notation 
fractionnaire. 

Une quantité algébrique entière est divisible par une 
autre lorsque le quotient de leur division est un monôme 
ou un polynôme entiers. 

En algèbre, on appelle fraction le quotient d’une divi- 
sion qui n’est qu’indiquée. Le diviseur est le dénominateur 
de la fraction , et le dividende en est le numérateur. 



Division iè deux puissances de la même quantité. 
Règle. — 1° Deux puissances d’une même lettre ne sont 
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divisibles l’une par l’m(re que si le degré du dividende 
est plus grand que celui du diviseur. 

2" Le quotient de leur division est une puissance de la 
même lettre , dont le degré égale lu différence de ceux du 
dividende et du diviseur. 

Je prends d’abord pour exemple la division de a 8 par 
a*, dans laquelle le degré du dividende est plus grand que 
celui du diviseur , et je dis que le quotient est égal à a 8_b , 
c’est-à-dire à a*. 

En effet, si je multiplie la quantité a 5 par le diviseur a\ 
je reproduis le dividende a®, puisque l’exposant 3 est, 
par hypothèse, la différence des exposants 8 et 5. Donc 
o 3 est le quotient cherché , et a 8 est divisible par a s . 

En second lieu , si le degré du dividende est moindre 
que celui du diviseur, comme dans la division de a 5 par 
a 8 , je remarque qu’on ne peut reproduire le divi- 
dende a 5 en multipliant a® par une quantité entière quel- 
conque, puisque l’exposant 8 du fadeur a 8 n’éprouve au- 
cune diminution dans cette opération. Donc a s n’est 
pas divisible par a 8 , et le quotient de leur division est égal 
à la fraction ^ . 

ÉT 

Scholie. — Le théorème précédent est exprimé par 
l’ égalité 

a m 

«— — a*»-», 

a" ’ 

•dans laquelle m et n sont des nombres entiers, m étant 
plus grand que-n. 

Si je suppose m égal à n dans cette formule , les deux 
puissances de a que je divise l’une par l’autre deviennent 
égales, et leur quotient, qui n’est autre que l’unité, se 
présente sous la forme a°. Cette notation n’a aucune si- 



Digitized by Google 




40 



ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



gnification; mais, pour que la règle précédente soit ap- 
plicable au cas dans lequel les exposants des puissances 
que l’on divise sont égaux , on est convenu de regarder la 
notation insignifiante a" comme représentant l’unité. 

Il résulte de cette convention qu’on peut supprimer ou 
écrire dans un monôme une lettre affectée de l’exposant 
zéro , car la modification qu’on fait subir à ce monôme 
revient à le diviser ou à le multiplier par l’unité. 

Division de deux monômes entiers. 

Règle. — 1" Deux monômes entiers ne sont divisibles 
l’un par l’autre qu’ autant que chaque lettre du diviseur se 
trouve dans le dividende au moins au même degré que 
dans le diviseur. 

2° Le quotient de la division est un monôme qui a pour 
coefficient le nombre qu’on obtient en divisant le coefficient 
du dividende par celui du diviseur, l.es lettres dont il est 
formé sont les mêmes que celles du dividende , et chacune 
d'elles est affectée d’un exposant égal à la différence de 
ses exposants dans le dividende et le diviseur. 

Je suppose d’abord que le dividende contienne chaque 

lettre du diviseur au moins au même degré que ce terme, 

et je prends pour exemple la division de ^ a»i J c 5 d 5 par 

2 a 5 fc 3 c 2 . D’après la règle précédente , je divise le eoeffi- 
3 

cient - du dividende par le coefficient 2 du diviseur; je 
divise aussi a B par a 5 , b‘ par b\ c 1 par c 2 , d? par d a , et 
je dis que le monôme a’b*c°d 3 que j’obtiens en faisant 
le produit des quotients de ces divisions partielles est le 
quotient de la division des deux monômes proposés. En 
effet il résulte évidemment du mode de formation de 
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fl , 

-a z b*c'd' que le produit de ce monôme par le diviseur 

O 

$ 

2 o*i 3 c a est égal au dividende ’-a'b'cH' : donc le monôme 
5 aêbVfd?, c’est-à-dire -o’i ! d J , est le quotient cherché. 

o O 

En second lieu , si le dividende n’est pas composé des 
' mêmes lettres que le diviseur, ou s’il les contient toutes, 
mais à des degrés moindres , je dis que le quotient de la 
division n’est pas entier. Soit, par exemple, à diviser 
3 orbe' par 4 ab 5 cd. Comme les lettres b et d ont dans le 
diviseur des exposants plus grands que dans le dividende 
3 a 2 bc'd°, il est évident qu’on ne peut reproduire le di- 
vidende en multipliant le diviseur par une quantité en- 
tière quelconque. Donc le quotient de la division propo- 
sée est fractionnaire et le dividende n’est pas divisible par 
le diviseur. 

Division d’un polynôme entier par un monôme entier. 

Règle. — 1° Un polynôme entier n’est divisible par un 
monôme entier qu’ autant que chacun de ses termes est divi- 
sible par le monôme. 

2° Le quotient de la division est un polynôme ayant 
pour termes les quotients des divisions partielles des termes 
du dividende par le diviseur , et chacun de ces termes a 
le même signe que celui qui lui correspond dans le divi- 
dende. 

Soit à diviser le polynôme entier o — b-\-c par le mo- 
nôme entier d, je dis que 

a — b-\-c a b , c 

d d~d + d' 

car, si je multiplie la quantité ? — parle diviseur d, 
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je trouve pour produit le polynôme d — ^ X^-h \ X 
qui n’est autre que le dividende a — b-\-c. 

Chacun des termes | du quotient, a le môme si- 
gne que le terme qui lui correspond dans le dividende , 
et le quotient n’est entier qu’aulant que tous les termes a, 
b, c, du dividende, sont divisibles par le diviseur d. 

THÉORÈME I. 

Un monôme n'est pas divisible par un polynôme . 

En effet le produit d’un polynôme par une quantité quel- 
conque, monôme ou polynôme, a plus d’un terme. 

THÉORÈME II. 

Deux polynômes entiers ne sont pas divisibles l'un par 

l’autre si le dividende ne renferme pas toutes les lettres 

du diviseur. 

Car, si le dividende était divisible par le diviseur, il se- 
rait le produit du diviseur par un polynôme entier, et cha- 
cune des lettres de ses deux facteurs se trouverait au 
moins dans l’un de ses termes ; ce qui contredit l’hypo- 
thèse : donc, etc. 

Scholie. — Lorsque deux polynômes sont divisibles l’un 
par l'autre, ils ont au moins une lettre commune. 

Division de deux polynômes entiers. 

Règle.—- Si deux polynômes entiers sont divisibles l’un 
par l’autre, le quotient de leur division se détermine de 
la manière suivante ; On ordonne les deux polynômes par 
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rapport à l’une de leurs lettres communes et l’on divise le 
premier terme du dividende par celui du diviseur. Le ré- 
sultat de celte opération est le premier terme du quotient y 
on lui donne le signe -|- ou le signe — , selon qu'il pro - 
vient de deux termes précédés du même signe ou de signes 
différents. 

On soustrait ensuite du dividende le produit du diviseur 
par le premier terme du quotient, et l’on divise le premier 
terme du reste de cette soustraction par celui du diviseur. 
Le résultat de cette seconde division est le second terme du 
quotient, dont on détermine le signe d’après la règle pré- 
cédente. 

En continuant ainsi , on trouve les autres termes du quo- 
tient, et la soustraction correspondant au dernier terme de 
ce polynôme a zéro pour reste. 

Soient P et P' deux polynômes entiers et divisibles l'un 
par l’autre : pour déterminer le polynôme entier qui est 
le quotient de leur division, il faut remarquer que, le di- 
vidende P étant le produit du diviseur P' par le quotient 
cherché, si j’ordonne ces trois polynômes par rapport à 
l’une de leurs lettres communes, le premier terme du di- 
vidende est le produit du premier terme du quotient par 
celui du diviseur. Donc , si je suppose d’abord que le coef- 
ficient du premier terme du diviseur soit im monôme t 
j’obtiendrai le premier terme du quotient en divisant par 
le premier terme du diviseur le terme de même rang du 
dividende, que son coefficient soit un monôme ou un po- 
lynôme. 

Quant au signe du quotient de cette division partielle , 
il est le même que celui du diviseur, ou bien il est diffé- 
rent, selon que le dividende qui est leur produit a le si- 
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gne -f- ou le signe — . En développant cette règle, je 
trouve les quatre cas suivants : 

1° Si le dividende a le signe -j- ainsi que le diviseur, 
le quotient a aussi le signe -j - • 

2° Si le dividende a le signe -|- et le diviseur le signe 
— , le quotient a le signe — . 

3° Si le dividende a le signe — et le diviseur le signe 
, le quotient a encore le signe — . 

4° Si le dividende et le diviseur ont l’un et l’autre le 
signe — , le quotient a le signe -f-. 

La comparaison de ces quatre énoncés montre qu’on 
peut les réduire aux deux que voici : Le quotient a le si- 
gne -|- ou le signe — , selon que le dividende et le divi- 
seur ont le môme signe ou des signes différents. Telle est Ta 
règle des signes de la division des polynômes. 

Maintenant que je connais la valeur et le signe du pre- 
mier terme du quotient, je forme le produit partiel du di- 
viseur P' par ce terme et je le retranche du dividende P ; 
le reste , que je désigne par R, , est le produit du diviseur 
par le polynôme composé des autres termes du quotient : 
donc, si je l’ordonne par rapport à la même lettre que le 
diviseur P', j’obtiendrai le second terme du quotient en 
divisant le premier terme de R, par celui de P', et je dé- 
terminerai son signe par la règle précédente. 

Je formerai ensuite le produit partiel du diviseur P' par 
le second terme du quotient, et je le soustrairai du reste 
R, ; le nouveau reste R 2 étant le produit du diviseur par 
le polynôme formé des termes inconnus du quotient, je 
calculerai le troisième terme et les suivants comme les deux 
premiers; et, lorsque je retrancherai du reste correspon- 
dant le produit partiel du diviseur par le dernier terme 
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du quotient , je trouverai zéro pour reste , puisque le divi- 
dende P aura été diminué successivement des différents 
produits partiels dont il est la somme. 

On donne à chacun des restes R,, R 2 ,... le nom de 
dividende partiel, de sorte que chaque terme du quotient 
s’obtient en divisant le premier terme du dividende par- 
tiel de même rang par le premier terme du diviseur. 

Corollaire. — Si la lettre principale a pour exposants 
les nombres m, m', dans les premiers termes des polynô- 
mes P, P r , ordonnés par rapport aux puissances décrois- 
santes de cette lettre, et les nombres n, dans les der- 
niers termes, le quotient n’a pas plus de m — m' — (n— ri) 
-[-1 termes. 

Car le degré du premier terme du quotient estm— m', 
et celui du dernier terme est n — n'. 

Scholie I. — Dans là division algébrique , comme 
dans la division des nombres entiers, on place le di- 
viseur à la droite du dividende ; on les sépare par un 
trait vertical , et l’on écrit aussi le quotient sous le divi- 
seur. Voici un exemple de division de deux polynômes. 
Ils sont ordonnés par rapport à la lettre b, et le coefficient 
3 a* du premier terme du diviseur est un monôme. 

Dividende. Diviseur. 

&a 3 b 3 — 13a 6 M+28aH s — 23 1 3 i°+20a*6 7 

6a°b 3 — 4, s b* + i0a*b t 

1" reste — 9a B 6‘-j-18;iH 5 — 23 o 3 (i®-}- 20 j , ô 7 
— 9ü b 6*+ 6i*b s — 1Sa 3 ti 6 

2 e reste iÿa*b 3 — 8a 3 i 6 4-20a t 6 7 
iSn*b s — 8'i 3 b e — J- 20 «*6 7 

3* reste 0 

On peut abréger cette opération, comme la division des 



3a*b— 2a 3 t ï 4-5~.*i 3 

2:.*i* — 3,<fc 3 + 46* 
Quotient. 
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nombres entiers, en effectuant simultanément, dans cha- 
que division partielle, la multiplication de chacun des 
termes du diviseur par le nouveau terme du quotient et 
la soustraction du produit de cette multiplication. 

Scholie II. — Lorsque , dans la division de deux poly- 
nômes entiers, le coefficient du ■premier terme du divi- 
seur est un polynôme , il en est de même du coefficient 
du premier terme du dividende, sinon la division est im- 
possible. Dans le cas contraire, on effectue l’opération 
d'après les règles précédentes ; mais on fait à part la di- 
vision du coefficient du premier terme de chaque divi- 
dende partiel par le coefficient du premier terme du di- 
viseur, puisque ces quantités sont des polynômes. 

C’est ainsi qu’en divisant l’un par l’autre les deux po- 
lynômes 



a 3 


# 3 — 2 a 3 i 


aj’-f a 3 i 5 


X — a 6 


— 6 3 


+2 b* 


-fa’i 3 


— ia s 






— 2 i 5 


-fai 5 








-fi» 


a 1 


a^-fa 3 


x -fa 4 




-f -ai 


— i 3 


-f a 3 i 




+ 6’ 




. -f a J i s 








-fai 3 








-fi 4 





on trouve pour leur quotient le polynôme 
(a— i)a? — a 5 -fi J . 
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PROBLÈME. 

Deux polynômes entiers étant donnés , reconnaître si l’un 
est divisible par l'autre . 

Le quotient de la division des deux polynômes donnés 
n’est pas entier 1° lorsque le dividende ne contient pas 
toutes les lettres du diviseur ; 2“' lorsque, les polynàmes 
étant ordonnés par rapport aux puissances d’une même 
lettre , chacun des coefficients des termes extrêmes du 
dividende n’est pas divisible par le coefficient du terme de 
même rang dans le diviseur. L 

Dans tout autre cas, on ne peut reconnaître à priori si 
les polynômes sont divisibles l’un par l’autre ; il faut , en 
général, les ordonner par rapport aux puissances décrois- 
santes d’une de leurs lettres communes, et leur appli- 
quer la règle précédente de la division. Si le premier ter- 
me de l’un des dividendes partiels n’est pas divisible par 
le premier terme du diviseur , la division est impossible. 
Lorsque le contraire a lieu , on finit par trouver un reste 
nul, ou d’un degré moindre que celui du diviseur, puis- 
que les degrés des restes successifs vont en diminuant. 
Dans le premier cas , le dividende est un multiple entier 
du diviseur ; dans le second , les deux polynômes ne sont 
pas divisibles l’un par l’autre. 

Scholie I. — Il n’est pas toujours nécessaire de conti- 
nuer la division jusqu’à ce qu’on trouve un reste de degré 
moindre que celui du diviseur. On peut affirmer que le 
quotient n’est pas entier lorsque le terme de ce polynô- 
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me qui a pour degré la différence des degrés des der- 
niers termes du dividende et du diviseur donne un reste 
autre que zéro : car, si la division était possible , le terme 
de ce degré serait le dernier terme du quotient, et, par 
conséquent , le reste suivant serait nul. 

On peut aussi reconnaître l'impossibilité de la division 
d’après le nombre des termes du quotient. En effet, 
soient m , m', les exposants de la lettre principale dans les 
premiers termes du dividende et du diviseur, et n, n’, les 
exposants de celte lettre dans les derniers termes de ces 
polynômes: le quotient de leur division n’est évidemment 
pas entier s’il a plus de (m — m’) — (n — »')-}- 1 termes. 

Si l’on applique cette double remarque à la division des 
deux polynômes 

x 6 ’— 3a: B —J- 5a;* — }— 2or s et x 3 — 2a: 1 -f- x, 

on reconnaît l’impossibilité de cette opération à la deuxiè- 
me division partielle, tandis qu’il faudrait en effectuer 
trois pour trouver le reste de degré moindre que celui du 
diviseur. 

Scholie II. — Lorsque deux polynômes entiers P, P', ne 
sont pas divisibles l’un par l’autre, le quotient de leur di- 
vision — est égal à ia somme d’un polynôme entier et 
etune fraction qui a pour numérateur un polynôme entier 
d’un degré moindre que celui du dénominateur. 

En effet , si je désigne par R le reste dont le degré est 
moindre que celui du diviseur P', et par Q l’ensemble des 
termes du quotient obtenus avant le reste R , j’ai l’égalité 
évidente 

P=QXP'+R- 
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En divisant ses deux membres par le même polynôme P', 
j’obtiens la nouvelle égalité 

— ’ — Q+ — 

pf — VT p;» 

qui exprime le théorème précédemment énoncé, puisque 
Q est un polynôme entier, et que le degré du numéra- 
teur R de la fraction jp est moindre que celui du déno- 
minateur P'. 

L’opération par laquelle on fait cette décomposition du 
rapport ^ montre que , pour deux polynômes P, P', or- 
donnés d’une certaine manière , ce rapport n’est suscep- 
tible que d’une seule forme ; mais cette forme varie gé- 
néralement si l’on ordonne autrement les deux polynô- 
mes. Ainsi on trouve 



a*+q6- fft 2 , 

a-\-b a ' a-\-b 

et 

y+ a 64.y rt 2 

6-j-a ‘ 6-j-a’ 

selon que l’on ordonne les deux termes du rapport 
aï + ab+b 1 

— — par rapport à la lettre a , ou à la lettre b , dans 
la division du numérateur par le dénominateur. Ces deux 
transformées du même rapport ont cela de commun que 
leurs produits par a-\~b sont identiques. 

Au reste , on passe de l’une de ces transformées à l’au- 
tre, par exemple de la première à la seconde, en ordon- 

l 2 

nant les deux termes de la fraction par rapporté leur 

4 
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lettre commune et en effectuant la division de ces termes 
autant qu’il est possible de la faire. On trouve, en effet, 
pour quotient la quantité 



qui , ajoutée à la partie entière a de la première transfor 
méedu rapport donné , reproduit la seconde, 



THÉORÈME. 

Si l’on divise par le binôme x—aun polynôme entier rela- 
tivement à la lettre x, le reste de cette opération est égal 
à la valeur que prend ce polynôme lorsqu’on y rem- 
place x par a. 

Soit P x le polynôme proposé : si je le divise par x — a, 
je trouverai pour quotient un polynôme entier par rapport 
à x , et pour reste une quantité indépendante de cette lettre, 
puisque le diviseur a : — a est du premier degré. Je désigne 
ce quotient par Q x et ce reste par R; par conséquent, 
j’ai l’égalité évidente 

V x —(x— a)Qar-f-R. 

En remplaçant x par a dans les deux membres de cette 
égalité, et remarquant que le produit (a — a) Q„ est nul, 
puisque le premier de ses facteurs est égal à zéro et le 
second égal à un nombre déterminé, je trouve 

P„ = R 

pour le résultat de cette substitution. Donc le reste R est 
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la valeur que prend le polynôme P x lorsqu’on y remplace 
x par a. 

Corollaire I. — Si un polynôme entier par rapport à 
la lettre x devient nul lorsqu’on y remplace x par le 
nombre a, il est divisible par x — a. 

Le résultat de la substitution de a dans le polynôme 
proposé, c’est-à-dire le reste de sa division par x — a, 
étant nul par hypothèse, ce polynôme est divisible par 
x — a. 

Corollaire 11. — Si un polynôme entier par rapport à 
la lettre x devient nul lorsqu’on y remplace successivement 
xpar chacun des nombres inégaux a et b , il est divisible 
par le produit des deux binômes x — a, x — b. 

Je désigne par P x le polynôme proposé, et je remarque 
qu’il est divisible par chacun des binômes x — a, x — b, 
puisqu’il se réduit à zéro lorsque x égale l’un ou l’au- 
tre des nombres a et b. Si je représente par le poly- 
nôme entier Q x le quotient de la division de P u par x — a, 
le dividende P x prend la forme (a; — a) Q, ; or il devient 
nul lorsqu’on y remplace x par b : donc le produit ( b — a) Q* 
est aussi nul, ce qui n’est possible qu’autant que l’un 
de ses facteurs est égal à zéro. Comme a et b sont , par 
hypothèse, des nombres inégaux, leur différence b — a 
n’est pas nulle : donc 

Qi=0, 

c’est-à-dire que le polynôme Q x est divisible para;— b. 
Soit • 

Q x =(x — èlR* . 

R x étant un polynôme entier par rapport à x, j’en conclus 
que 

P*=0e— a) {x— 
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par conséquent le polynôme proposé P x est divisible par 
le produit (x—a) ( x — b). 

Je démontrerais de môme ce théorème pour trois, qua- 
tre,... binômes, tels que x — a, x — b , x — c Il 

résulte de là un moyen facile de reconnaître si un poly- 
nôme entier par rapport à x est divisible ou non par un 
autre polynôme aussi entier par rapport à x , lorsque ce 
dernier est un produit de facteurs du premier degré, tels 

que x — a, x — b , x — c car il suffit alors de voir si le 

polynôme dividende se réduit à zéro lorsqu’on y remplace 
x successivement par les quantités a, b, c 

Fractions algébriques. 

Une fraction algébrique est l’indication de la division de 
deux quantités quelconques. Elle diffère de la fraction 
arithmétique en ce que ses termes peuvent être entiers ou 
fractionnaires ; néanmoins les règles de calcul sont les 
mêmes pour les deux genres de fractions. On trouve la 
preuve de ce fait dans tous les traités d’arithmétique (*) : 
car les propriétés fondamentales des fractions proprement 
dites y sont étendues aux quotients en général, c’est-à- 
dire aux fractions algébriques. Aussi je me contenterai de 
rappeler ces propriétés. 

I. On ne change pas la valeur d’une fraction en multi- 
pliant ou divisant ses deux termes par la même quantité. 
t II résulte de ce théorème 1° que, pour réduire plu- 
sieurs fractions au même dénominateur, il faut multiplier 
les deux termes de chacune par le produit des dénomma- 



it ) Par exemple , on peut consulter sur cette question l’excellent traité 
d'arithmétique de M. Briot. 
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teurs de toutes les autres fractions ; 2° que, pour réduire’ 
une fraction à sa plus simple expression , on doit diviser 
ses deux termes par tous leurs facteurs communs. 

II. On effectue l’addition de plusieurs fractions en les 
réduisant au même dénominateur et en divisant ensuite la 
somme de leurs numérateurs par le dénominateur com- 
mun. 

Pour soustraire une fraction d’une autre fraction , on 
les réduit d’abord au même dénominateur, puis on divise 
la différence de leurs numérateurs par le dénominateur 
commun, 

III. On multiplie deux fractions l’une par l’autre en di- 
visant le produit de leurs numérateurs par celui des déno- 
minateurs. 

Au contraire , pour diviser une fraction par une autre 
fraction, on multiplie la première par la seconde ren- 
versée. 

THÉORÈME. 

Si les fractioas ^ , —, ^7..., sont égales, le quotient 
représente leur valeur commune. 

Je désigne par une seule lettre X la valeur de la fraction 

puis des égalités J 

o a' _ a" 

b~b i ~b i 7 “" 

je conclus les suivantes ; • ■ • 

a =b x> 
a' =6' X* 

a"=b"X* 

%•••••• 
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"‘En les additionnant membre à membre, je trouve 
et , par suite , 

-f-a". . . a a' a" 

» 6-f-6'-+-6 ; '... ~~ b~~V~¥'" 

Corollaire. — Si m, m ', m "..., représentent des quan- 
tités quelconques, et que les fractions^, ^7..., soient 
égales , on a aussi 

a a' a" _ am-4-a'm'+a"m"... 

~b b' V " bm ~\-b'm' -\-b"m" ... 

En effet, les fractions |, ^7,... étant égales, les 

nouvelles fractions tt-t, %r-r , ,••• le sont aussi, et 
bm b’m b"m” ’ 

le quotient 

a m -}- a'm 1 -f- a" m" . . . 
bm -f-è'm'-j- b"m" ... 

représente leur commune valeur , qui est la même que 

celle des fractions 7, 

b b 1 b' 

Scholie. — Ce théorème est d’une grande utilité dans 
la résolution des équations. 

Exercices. 

i. Diviser 

I àa?b — 12a 3 6 2 -|-20a , ô 3 par ha 2 b , 

7a*° — '15a i b i — ÎSa'bt-^-Sarb* par 7 a* — 4a 3 6-j-6, 
a 6 — 1 par (a — 1) (a-|-t). 

# t 2. Le polynôme x 3 — 6a; 2 — j— 1 1 x — 6 est-il divisible 
par le produit ( x — 4)(x — 2)? Si la division est possible, 
déterminer le quotient. 

\ 3. Démontrer que la quantité 

(a b — x ) m -j- x m ~~ a m b m 
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est divisible par le produit (X — a)(x — b). Trouver ld^ 
quotient, en supposant l’exposant m égal à 3. 
n Par quel nombre faut-il remplacer le coefficient k du 
polynôme a i -\‘ka 2 b 2 -\-b i , pour que ce polynôme soit di- 
visible par a 2 — ab-\-b 2 °t \ 

♦ 5. Le nombre m étant entier, le binôme otf* — a m est 
divisible par a: — a, tandis que le binôme x m -\ ~a m ne l’est 
pas. 

Le binôme x m — a m n’est divisible par x-\-a que si 
l’exposant m est un nombre pair. Au contraire, le binôme 
x m -\-a m n’est divisible par x -f-a que lorsque m est un 
nombre impair. 

Déterminer la forme des quotients de ces divisions. 

*6. Faire la somme des fractions 



a a e 2 — 2a 2 

a-\-b' a — -b’ a 2 — b 2 

|7. Soustraire la fraction — ^^e la fraction 

o 2 — o 2 o 1 — r 



r 8. Réduire la fraction 



a 3 — 6 3 



a 3 — 2a 2 6-(-2a6'^-6 5 



- -lao-jt- 

simple expression. 

I 9. Calculer les valeurs que prend la fraction 



à sa plus 



y 



x 1 — 3®+ 2 
æ 3 — 7ar + « 



lorsqu’on y remplace successivement x par les nombres 1 
et 2. — Cette fraction est-elle réduite à sa plus simple 
expression ? , 

^ 10. Vérifier les égalités suivantes : 

# 9a 3 + 53o 2 — 9a— 18 9a* — o— 3 

( a*-j-lla + 30 — a-J-5 ’ 

(a-{-&-f-c)'a-{-6 — c)(a-|-c — b) (6-f-c) 6-J-c 

2a’6 2 -|-2a 2 c 2 -j-26 2 c 2 — a 4 — é 4 — c 4 b-j-c—a ' 
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4 41. Reconnaître que l’équation 

. , . Za?x 6a 2 4-aft— 26* tfx 

abx'A ±= — 3 

1 c c i c 

est satisfaite lorsqu’on y remplace x par la fraction 

9 12. Démontrer que, si l’on a 

W — 6a a +rf 
Sa 
et 



2a 






ac 



rr - 



_ 3o 2— 



y= 



3b 



les quantités x et y sont liées par la relation 

g b_ 

6 — J — y 3(1 -\~x 






X 

' «k 



« 



\ 



*r 
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CHAPITRE IV. 

Formation des puissances. — Extraction des racines. 

I. — PUISSANCES. , 

C’est par la multiplication qu’on forme les puissances 
des monômes et des polynômes , puisque ces quantités 
sont des produits composés d’autant de facteurs égaux 
qu’il y a d’unités dans leur degré. L’objet de ce chapitre 
est de faire connaître quelques règles qui facilitent et 
abrègent, dans certains cas, la formation des puissances. 
• 

Puissances d’un monôme. 

Soit à élever le monôme S oéWc à la troisième puissance. 
D’après la définition de cette opération, on a 
(ôa^i’c) 3 = 5a 4 6 3 c X 5a 4 6 2 e X 5a 4 6 2 c— 5* ■ 3 a* ■ 1 b i,l c t ■ 3 : 

donc, pour former une puissance d’un monôme entier, ü faut 
multiplier l’exposant de chaque facteur du monôme par 
l’exposant de la puissance. 

Si le monôme donné est fractionnaire , on élève , d’après 
la règle précédente , chacun de ses termes à la puissance 
indiquée. 

Puissances d’un binôme. 

1. La multiplication directe donne le résultat suivant 
pour la seconde puissance ou le carré du binôme x-\-a : 

=x 1 -J- lax +a s . 

Cette formule montre que le carré de la somme de deux 
quantités est égal à la somme du carré de la première 
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quantité, du double produit de la première quantité par la 
seconde, et du carré de la seconde. 

On trouverait de la même manière la composition de la 
seconde puissance du binôme x—a. 

2. En multipliant par x-{ -a le carré de ce binôme , on 
obtient sa troisième puissance , ou son cube , qui est 
* (a;-j-a) 3 =ar î -{-3aa; J -|-3a î a:-|-a: 3 . 

Donc , le cube de la somme de deux quantités est égal à 
la somme de quatre monômes, qui sont : le cube de la 
première quantité, le triple produit du carré de la première 
quantité par la seconde, le triple produit du carré de la 
seconde par la première et le cube de la seconde. 

On trouvera de môme la composition du cube de x — a. 

5. Si l’on multiplie maintenant par x-\-a le cube de ce 
binôme, on forme sa quatrième puissance; en multipliant 
ensuite cette dernière par 2 t— a, on obtiendra la cinquiè- 
me puissance, et ainsi de suite. Mais, dans cette série il- 
limitée d’opérations, il est impossible dé reconnaître la loi 
de formation des termes d’une même puissance, ni leur 
liaison avec le degré de cette puissance, à cause des ré- 
ductions provenant de l’égalité des facteurs que l’on mul- 
tiplie. 

Pour obvier à cet inconvénient grave , et arriver à la 
connaissance de la m'* me puissance d’un binôme, on forme 
d’abord le produit des m binômes 

x-\-a, x-\-b, ar+c...., ar-j-A, ar-f-l, 

différant seulement par le dernier terme. Ce produit est 
égal au polynôme 

x m + S,® 1 »-» -f- S,æ"*- S -J- Sj*”*- 3 S» x m ~ n 

dans lequel S 1} S 2 , S 2 ,... S„, désignent la somme des m 

^ 

♦ W 

a 
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quantités a, b, c,... k, l, et les sommes des produits de 
2, de 3,... de n facteurs, qu’on peut former avec ces 
quantités. 

On remplace ensuite , dans le polynôme précédent , les 
quantités b, c,k } ... I, par la quantité a, et le résultat au- 
quel on arrive est le développement de la m' ème puissance 
de x-f-a, puisque les m binômes deviennent égaux à 
x-\-a. Il suffit donc de déterminer les valeurs des coeffi- 
cients S,, S 2> ... S„ , correspondantes aux hypothèses 

a—b=c — —k = l. 



Or S, égale évidemment m fois a. Chaque terme de S 2 se 
réduit à a 2 : donc cette somme égale a 2 répété autant de 
fois qu’on peut former de produits de deux facteurs avec 



m quantités , c’est-à-dire - fois. De même , cha- 

que terme de S 3 se réduit à a 3 : donc cette somme égale 
a 3 répété autant de fois qu’on peut former de produits de 
trois facteurs avec m quantités, c’est-à-dire m - m — — 

fois.... Et, en général, S„ égale a„ répété autant de fois 
qu’on peut former de produits de n facteurs avec m quan- 
tités , c’est-à-dire ~ f,>> — n ~^ fois. Donc 



. m _ . , m(m—i) « _ „ , m(m — l)(m— 2) , _ . , 
(ar-{-a) w =« m +-j ■■a-Æ*-»-} ppjj 



1 ^”-0 (m-n + 2)fm-w + l) 

* 1.2 {n — l)n 



Telle est la formule connue sous le nom de binôme de 
Newton. 

En partant du produit connu des m binômes 
x — a, x — b , x — e,... x~k, x — l, 
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dont les derniers termes sont précédés du signe — , on 
trouverait de même la formule 



/ _ m . . m(m — 1) , _ . m(m — 2) , . 

(x — a) m =x m — — ax m ~ 1 -j — — ■ a l x m ~ i i — — — -a , Æ’ n - 3 -f-. • • 

1 1 . Z • O 

(in-»4-a)(m-w + l) ^ 

1.2 (n — i)n 



dans laquelle les termes qui renferment les puissances de 
degré impair de a sont précédés du signe — , tandis que 
ceux qui contiennent les puissances de degré pair sont 
précédés du signe -J— 

Scholie I. — Le terme 



m(m — 1) 

1 . 2 ... 



(m w 4- 2) (m n-j-lj ^ 

(» — ly» 



dont le rang est n-j-1, et que je désigne par T* +1 , est 
appelé le terme général de la formule 



1 



m(m— 1) 

1.2 



*1“ « 



parce qu’en y faisant successivement 

«i=l, n=2,.... n—m, 

il donne tous les termes de cette formule , à l’exception 
du premier qui correspondrait à l’hypothèse n=0, pour 
laquelle le coefficient du terme général n’a aucune signi- 
fication. 

Dans les applications du binôme de Newton, on ne se 
sert ordinairement du terme général que pour calculer un 
terme isolé, dont le rang est donné. Ainsi on trouve, par 
cette formule , que le quatrième terme de 

(2a J &+3a&V 

est égal à (3«ft 2 ) 3 (2o J è) 5 , c.-à-d. égal à24192a u 4“. 
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Mais, lorsqu’il faut trouver tous les termes d’une puissan- 
ce, on calcule de préférence chacun d’eux au moyen de 
celui qui le précède, par un procédé que je vais expliquer. 
J’ai , par hypothèse , 

n+1 1.2 [n— 1 > 



Pour déduire de cette égalité la valeur T n+Ï du terme 
dont le rang est »-j-2, je remplace dans chaque membre 
le nombre entier n par le suivant n-f-1, et je trouve 



m(m— !)...,(»» — — n) 

ln+4— 1.2 n(»+l) 



— n— i. 



Je divise ensuite membre à membre les deux égalités pré' 
cédentes, et j’ai 

T n +« m — n a 

T»+i 

Par conséquent 



T„ +3 — Tn-f-i • 



m — n a 
n-j-1 ‘ x ' 



Cette dernière égalité montre comment le terme de rang 
n-J-2, dans le développement de (æ-f -a) m , se déduit du 
terme qui le précède , et conduit à cette règle : Pour for- 
mer un terme de (iC-(-o) m au moyen du précédent, il suf- 
fit de multiplier ce dernier par le degré de la puissance 
de x qu’il renferme , de diviser ensuite le résultat par le 
rang du même terme , puis d’augmenter de l’unité l’expo- 
sant de a et de diminuer d’autant celui de x. 

En appliquant cette règle à la formation de {x-\ -fl) 6 , 
j’obtiens 

(a:-f-a) 8 = jp 6 -{- tja.r s -f- 15a J a; 5 -f- 20a 3 ar J + 1 ^a*x 2 -j- 6a 5 x-f-« s . 
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Scholie II. — Le développement de (æ-f -a) 6 offre une 
singularité remarquable : car les coefficients des termes 
également éloignés des termes extrêmes sont égaux. Ce 
fait, dont il faut chercher la cause dans la symétrie de 
(Æ-J-a) 6 par rapport aux lettres x et a, est général, c’est- 
à-dire qu’on l’observe dans les différentes puissances d’un 
binôme. Pour le prouver, je considère deux termes de 
(a:-j-a) m également distants des extrêmes, et je suppose 
que l’un soit le (n-j-l) iéme terme; je le représente, pour 
abréger, par ka n x m ~ n ; l’autre, qui est suivi de n termes, 
• doit en avoir m — n après lui, puisque (x-\-à) m n’en 
contient en tout que : Jonc ce terme occupe le 

(m — »-j-l) lème rang; je le désigne par k'a m ~ n x n . Cela 
posé , je remarque qu’en remplaçant les lettres a; et a 
l’une par l’autre , dans le développement de (x-\-a) m , le 
terme k'a m ~ n x n devient k'x m ~ n a n , et doit reproduire 
ka n x m ~ n , parce que (x-\-a) m cstsymétrique par rapport 
aux lettres x et a : donc il faut que les coefficients k et k' 
soient égaux. 

On démontre aussi ce théorème en remarquant que le 
coefficient k du (»-f-4) lèine terme de (x-j-o'/” est le nom- 
bre des produits qu’on peut former avec m quantités pri- 
ses n à », et que le coefficient k' du ( m — »-}-l) iéme terme 
est le nombre de leurs produits composés de m — n fac- 
teurs : car ces deux nombres sont évidemment égaux , 
puisqu a chaque produit de n facteurs pris parmi les m 
quantités données correspond un produit formé avec les 
m — » autres quantités. 

Il résulte de là que , dans les applications du binôme de 
Newton, il ne faut calculer que les coefficients des termes 
de la première moitié du développement ou de cette moi- 



. Digitized by Google 




CALCUL ALGÉBRIQUE. . 63 

tié , plus un , selon que le nombre total des termes est 
pair ou impair. 

Puissances des polynômes. 

La formation des puissances d’un polynôme se ramène 
à celle des puissances d’un binôme. Pour en donner un 
exemple, je vais faire le développement de. la m iéme puis- 
sance du trinôme a-\-b-\-c. 

Je suppose les deux premiers termes du trinôme 
c réunis en un seul, et j’applique à la quantité 
[(a-(-ft)-j-c]’" la formule du binôme de Newton. Je trouve 
ainsi : 

[(«+*>)+ c ] m =( a +^ m + j c ' a + c ’( a + 6 )”-* + - 

. m'm — 1) (m — o-l-l) . , 

4 1 . 2 ;; " ~ - ■ - ■■■■<* (a+*)*-»4-... 

Il ne reste plus qu’à développer (a-|-£) w , ;. . . 

je multiplierai ensuite ces puissances par leurs coeffi- 
cients respectifs, et je ferai la somme des produits. 

Au lieu de calculer (a-\-b-\-c) m par ce procédé, je 
peux déterminer les différentes formes des termes de celte 
puissance et en déduire par de simples changements de 
lettres tous les termes de même forme , à cause de la sy- 
métrie du polynôme (a — (— ^ — {— c) m par rapport aux lettres 
a, b , c. Pour cela, je rappelle .que chaque terme du pro- 
duit de m polynômes est le produit de m facteurs qui sont 
un terme du premier polynôme, un terme du second,... 
et un terme du m Ume ; et je conclus de celle règle que les 
termes de (a-\-b-\-c) m sont de la forme 

ka n bPe q , 
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les exposants ri, p, q, satisfaisant à la relation 

Pour déterminer le coefficient k , je remplace d’abord 
le nombre m—q par sa valeur p-\-n dans le f— l) ièm ® 

terme du développement précédent de (a-{-b-\-c) m , et je 
trouve pour résultat 



Je remarque alors que le terme de (a-\-b~\-c) m qui ren- 
ferme le facteur a"b p c'' n’est autre que le (p-{-l) iéme terme 
du développement de 

En effet, le (p-f-l) iéme terme de (a-f-^+* est 
(P + nlfp-l-n-H).. /n-H) 



et son produit par le facteur — ■ ‘ - ~^ n ~^~ 1 ' c' r 

r r 1.2 

égale 



tn(m — 1 ) (»+l) 

1.2 îXl -2 p 



cVbPa n 



f 



quantité qui prend la forme remarquable 



î.s m 

1.2...«x i.2...pXl-2 . Ç 



X a n bPci 



lorsqu’on en multiplie les deux termes par le produit 
•1 ,2. . .n : donc le coefficient k a pour valeur le nombre 

1.2 m 

1.2...nX1.2...pXl- 2 -”î 



L’expression ka n b T c 1 a reçu le nom de terme général de 
(a— f- ft— j— , parce qu’on en déduit les différents termes 
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de cette puissance en prenant pour les 
q , tous les systèmes de nombres entiers q' 
relation 

n-f-p-f ? =m, 
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tnts n, p, 
isfont à la 



si l’on remplace toutefois par l’unité chacun des produits 
4.2 ...n, 1.2 ...p, 4.2 ...q, lorsqu’on y suppose 



n=0, ou p — 0 , ou 5=0. 



Je vais calculer par cette méthode le carré du trinôme 
a-\-b-\-c. Pour cela, je fais m= 2, et le terme général 
de cette puissance a pour formule 



lj 

1.2...»X1'2-PX>- 2 -î 



a.bPc'i 



les trois nombres n, p, q, étant liés par l’équation 



n+p + q= 1 . 

La puissance cherchée ne contient que deux formes dif- 
férentes de termes, car on ne peut évidemment satisfaire 
à la relation précédente que par deux systèmes de valeurs 
de n, p, q, tels que ceux-ci : 



n=t, p=l, 5=0. 



Le terme correspondant à la première hypothèse est a a , 
celui qui est donné par la seconde est 2 ab : donc 

( 0 + b -f c) 5 =a 2 -f 6 2 +c 2 -f 2a6 -j- lac -f 26c , 



c’est-à-dire que le carré d’un trinôme contient les carrés 
des différents termes de ce trinôme et le double de la som- 
me de leurs produits deux à deux, résultat auquel on par- 
vient directement par la multiplication. 

5 
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5c/u#fl|Kar un raisonnement analogue au précédent, 
je Irouverf^^re le terme général de (a-j— 6— }-c— j— d-j— de.) " 
est 

1.2 m m , 

a*6Md r ... 

1.2...nXl.î-pXl'2-ïXli-fX- 

les exposants n, p, q, r,... satisfaisant à la condition 
II. — RACINES. 

On indique, en algèbre comme en arithmétique, l’ex- 
traction des racines par le signe j/ , qu’on appelle 
radical , et l’on écrit dans l’ouverture de ce signe un 
chiffre qu’on nomme indice de la racine, parce qu’il en 
fait connaître le degré. Par exemple , la notation P'ôfrë 
exprime la racine cubique du produit abc. On supprime 
ordinairement l’indice lorsqu’il est égal à 2. 

Racine d’un monôme. 

Pour extraire la racine n ième d’un monôme entier, on 
extrait la racine n* me de son coefficient, et l’on divise par 
n chacun de ses exposants. 

l'2àa s b ü c i * — 5a t b i c i t 

car, si j’élève 5 a,&V à la troisième puissance, je repro- 
duis 1 23a 3 b*cf, puisqu’il faut que je fasse le cube de î> 
et que je multiplie chacun des exposants 1 , 2 et 5 par 3. 

Scholie. — Si le coefficient du monôme donné n’est 
pas une » lème puissance, ou que l’un des exposants ne 
soit pas divisible par n , la racine est irrationnelle. On 
l'indique par le signe radical , et on lui donne te nom de 
quantité radicale. Ainsi \ sjoS est une quantité radicale. 
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Si le monôme donné est fractionnairm*on extrait, 
d’après la règle précédente, la racine de ^ miumérateur , 
celle de son dénominateur, et l’on divisg la première par la 
seconde. 

Par exemple |/^=^, 

Cette règle est la conséquence évidente du mode de 
formation des puissances d’une monôme fractionnaire. 

Racine d’un polynôme. 

L’extraction d’une racine d’un polynôme s’indique par 
le même signe que celle de la racine de même degré d’un 
monôme. Ainsi la notation 

exprime la racine carrée du trinôme a 2 -|-2al>4-ft 2 . 

Si les racines d’un polynôme n’étaient susceptibles que 
de ce mode de représentation, leur recherche ne donne- 
rait pas lieu à une opération nouvelle. Mais il est des cas 
particuliers dans lesquels une racine d'un polynôme est 
aussi un polynôme ; il s’agit d’apprendre à les reconnaî- 
tre et à trouver cette forme plus simple des racines. 

I. — Extraire la racine carrée d’un polynôme. 

Soit proposé d’extraire la racine carrée d’un polynôme, 
que je désigne par la seule lettre P. Ce polynôme étant or- 
donné par rapport aux puissances décroissantes d’une de 
ses lettres, je suppose 1° que le coefficient de son pre- 
mier terme soit un monôme, et je fais remarquer que ce 
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terme est, ^krès la règle de la multiplication, le carré 
du premier raKne de la racine ordonnée comme le poly- 
nôme proposé, si toutefois ce polynôme est un carré 
parfait. Par conséquent j’obtiens le premier terme a de la 
racine en extrayant la racine carrée du premier terme 
de P, et la racine de ce polynôme est de la forme a- \-x, 
x désignant sa partie encore inconnue. Dès lors 

P = (a -|- x)* = a ! -J- 2ax -f- x 2 . 

Cela posé, je retranche du polynôme P le carré 
de a, et 

P— à* =îax-\-x 7 =x(ia-\-x). 

Sous celte forme, je vois que le reste P — a 2 est le produit 
de deux facteurs x, 2 a-\-x, et qu’il a pour premier terme 
le produit des premiers termes de ces polynômes. Donc, 
si je divise ce terme par 2a, qui est le terme de degré le 
plus élevé dans le second facteur 2a -f- x, je trouverai pour 
quotient le premier terme b de x, c’est-à-dire le second 
terme de la racine, avec le signe -j- ou le signe — , selon 
que le dividende et le diviseur auront le même signe ou des 
signes contraires. Je suppose que le terme b ait le signe 
-f-, alors je puis représenter la racine par a-j-è-j-y, 
y étant sa partie encore inconnue, et j’ai 

P =(a -f b -f- y ) 2 = (a -f 6) 2 -f- 2(a -f- b)y -f-y 2 . 

Je forme alors le carré de a-J-è, et je le soustrais du 
polynôme proposé ; le reste 

p — (° + b y= C 2 a + +y) y- 

Donc il a pour premier terme le produit des premiers ter- 
mes de ses deux facteurs y , 2a-j-2£-J-t/, et, par eonsé- 
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quent, si je divise ce terme par 2 a, qui est le terme de 
degré le plus élevé dans le polynôme 2a-f-2i-f y, j’au- 
rai le premier terme o de x, c’est-à-dire le troisième terme 
de la racine, avec le signe -(- ou le signe — , selon que 
le dividende et le diviseur ont le même signe ou des si- 
gnes différents. 

En continuant de cette manière, je trouverai successi- 
vement les autres termes de la racine : donc 

Règle. — Pour extraire la racine carrée d’un polynô- 
me, on l ordonne par rapport ayx puissances décroissantes 
d une de ses lettres , on extrait la racine carrée de son pre- 
mier terme et l on a le premier terme de la racine cher- 
chée. On retranche ensuite du polynôme son premier ter- 
me, et l on divise le second par le double du premier terme 
de la racine. Le quotient de cette division, pris avec le 
signe -f- ou le signe — , selon que le dividende et le divi- 
seur ont le même signe ou des signes contraires , est la va- 
leur et le signe du second terme de la racine. On forme 
alors le carré de la partie connue de la racine, on le sous- 
trait du polynôme proposé , et Von divise le premier terme 
du reste par le double du premier terme de la racine pour 
avoir le troisième; et ahisi de suite, jusqu’à ce qu’on trouve 
un reste nul ou une division impossible. 

Dans le premier cas, le polynôme donné est un carré ; 
c’est le contraire dans le second. 

En appliquant cette règle à la recherche de la racine 
carrée du polynôme 

Ux* -f- 2 hx 3 — 1 0 8x -}- 8 1 , 

et disposant le calcul comme on le fait pour l’extraction 
de la racine carrée d’un nombre entier, on trouve 
2æ 5 -|-6* — 9. 
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2° Si le coefficient du premier terme de P est un poly- 
nôme , on opère encore d’après la règle précédente ; seu- 
* lement il faut chercher à part la racine carrée de ce coef- 

ficient, ainsi que les quotients des divisions suivantes. De 
celte manière on obtient 

(y — 22)x l — y* -f- 2* — 3 

pour la racine carrée du polynôme 

y 2 x K — 2y s a; 3 -}- y 2 x * — Uyz *-{- 
— ttyz -\-Uyz -J" hyz -J-6J/ — 12* 

-} -kz* Cy -f- 9 

— 8* 2 
4 - 12 * 

Scholie — Si l’on excepte le cas dans lequel les ter- 
mes extrêmes du polynôme donné P ne sont pas des car- 
rés, il n’est pas possible de reconnaître a priori si ce poly- 
nôme est ou n’est pas un carré parfait. 11 faut , en géné- 
ral , lui appliquer le procédé de l’extraction de la racine 
carrée. Si le premier terme de l’un des restes n’est pas 
divisible par le double du premier terme de la racine , le 
polynôme proposé n’est pas un carré. Dans le cas con- 
traire, on finit par écrire au quotient un terme dont le 
degré égale la moitié de celui du dernier terme de P, 
puisque ce polynôme est ordonné par rapport aux puis- 
sances décroissantes de sa lettre principale ; si la racine 
carrée de P est rationnelle, ce terme en est le dernier, 
et, par conséquent, le reste qui lui correspond est nul. 
Dans l’hypothèse contraire , ce reste est un nombre autre 
que zéro. 

L’application de cette remarque à l’extraction de la ra- 
cine carrée du polynôme 

9aî* 
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montre dès la sèconde division que ce polynôme n’est pas 
un carré. 

II. — Extraire une racine quelconque d’un polynôme. 

Soit proposé d’extraire la racine m iéme d’un polynô- 
me P , m étant un nombre entier quelconque. 

J’ordonne ce polynôme par rapport aux puissances dé- 
croissantes d’une de ses lettres; je suppose 1° que le 
coefficient de son premier terme soit un monôme, et je 
fais remarquer que ce terme est , d’après la règle de la 
multiplication des polynômes, la t» ,cme puissance du pre- 
mier terme de la racine ordonnée comme le polynôme 
proposé, si toutefois ce polynôme est une m iéme puis- 
sance parfaite. Par conséquent, le premier terme a de 
la racine s’obtient par l’extraction de la racine m iÈtae du 
premier terme de P, et la racine de P est de la forme 
a-j-x, x étant sa partie encore inconnue. De là je con- 
clus l’égalité 

P=(o-f-®)“ = =a *-f*-j-< l * _,a; + -f-a*. 

Je retranche ensuite du polynôme donné son premier 
terme a" , et le reste P — a m égale 

a— + "<5=ü *— ). 

Sous cette forme , je vois qu’il est le produit de deux fac- 
teurs x et ^ a” - * -j- F * ~ am ~* x > et » P ar con ~ 
séquent, que son premier terme est le produit des pre- 
miers termes de ces polynômes. Donc, j’aurai le premier 
terme de x, c’est-à-dire le second terme de la racine , en 
divisant le premier terme du reste P — fl* par ma* -1 , qui 
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est le terme de degré le plus élevé dans fe second facteur 
ma * 1 + a— *s-t-etc. 

Soit b le quotient de cette division. Ce terme aura le 
signe -|" ou I e signe — , selon que le dividende et le 
diviseur auront le même signe ou des signes contraires ; 

'• Jt v vt 4 f , . • li'MW 

je suppose qu’il ait le signe -f- , alors la racine sera de la 
forme a-\-b-\-y, y désignant sa partie encore inconnue. 
Paritaite 

; îiftu. IV» î f .. 

p =(«+*+ y)"=(° + 6 )" 4• m ( a 4• 6 >* -, H — pr~ (a+i)» , -y -f-etc. 

Je forme ensuite la »i léme puissance du binôme aA~b, et 
je la retranche de P; le reste 

Donc il est le produit de deux polynômes 

y, m (o -f a)—» + (a -f b)"-* y +. .. ■ , 

et son premier terme résulte de la multiplication du pre- 
mier terme de y par ma m ~*, qui est le terme de degré le 
plus élevé dans l’autre polynôme. Dès lors , j’aurai le 
troisième terme de la racine en divisant par ma m ~ t le pre- 
mier terme du reste P — En continuant de 
cette manière, je trouverai les autres termes de la racine 
du polynôme proposé. 

Je propose pour exemple le polynôme 

27/c fi — 54# s -f-63#*— ûûa: 3 -}- 21®*— 6® -J- i 

dont la racine cubique égale 

. 3 z 2 — 2x-j-i., 
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2° Si le coefficient du premier terme de P est un po- 
lynôme, il faut encore suivre la marche précédente, mais 
chercher à part la racine m iumc de ce coefficient, ainsi 
que les quotients des divisions suivantes. 

Scholie 1. — A l’exception du cas dans lequel les ter- 
mes extrêmes du polynôme proposé ne sont pas des 
m ièmcs puissances, il faut appliquer à ce polynôme le pro- 
cédé de l’extraction de la racine in' éme pour reconnaître 
s’il est ou non la m iime puissance d’un autre polynôme. 

Si le premier terme d’un reste n’est pas divisible par 
m fois la (m — 1 yeme puissance du premier terme de la 
racine , le polynôme proposé n’est pas une m ième puis- 
sance. Lorsque le contraire a lieu, en confinant le calcul, 
on finit par écrire à la racine un terme dont le degré égale 
la partie du degré du dernier terme de P, puisque ce 
polynôme est ordonné par rapport aux puissances dé- 
croissantes de sa lettre principale; si la racine »i iéme de P 
est rationnelle , ce terme en est le dernier, et , par consé- 
quent, le reste qui lui correspond est nul. Dans l’hypo- 
thèse contraire , ce reste est un nombre autre que zéro. 
Tel est le caractère auquel on reconnaît que le polynôme 
proposé n’est pas une m lème puissance parfaite. 

Scholie II. — Lorsqu’on a formé le tableau des m lcmes 
puissances des neuf premiers nombres entiers, on peut 
extraire, par la méthode précédente, la racine rn ième d’un 
nombre entier plus grand que 10, en considérant cette 
racine comme formée de deux parties qui sont ses dixaines 
et ses unités simples. 
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Exercices. 

1 . Vérifier que chacune des quantités 

(«+y) s — y s 

ïvi 1 ** 

est divisible par x?-{-y 2 ~f-xy. 

2. Démontrer i° que la somme des coefficients de 
(æ-j -a) m est égale à 2'* ; 2° que la somme des coefficients 
des termes de rang pair égale celle des coefficients des 
termes de rang impair. 

3. Faire le cube du trinôme a-\-b-\-c et celui du tri- 
nôme d — b-\~c. 

4. En convenant, avec M. Cauchy , de désigner par la 
notation (m), le nombre des produits de n facteurs qu’on 
peut former avec m quantités, démontrer que 

(m), =(m— !)„ -J-(m — 
et en déduire que 

= ( w — 1 )»— | 2 )»_1 

5. Prouver 1° que le nombre des termes de la wi iéme 
puissance d’un trinôme égale 

(m-}-t)(m-4-2) 

1.2 5 

2° que le nombre des termes de la m ième puissance d’un 
quatrinôme égale 

(ro-f-l)(w>-f-2)(m-f-3) _ 

1.2.3 ’ 

et, en général, que le nombre des termes de la m ,èm9 
puissance d’un polynôme composé de n termes égale 

(m-M)(m+2) Çm-fn) 

1.2 n * 
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6. Vérifier que le trinôme 

ax'-^bx-^c 

est un carré si les coefficients a,b t c, sont liés par la re- 
lation 

6 J =Aac. 

7. A quelles conditions doivent satisfaire les coefficients 
du polynôme 

ax* -}- bx 3 + ex 1 + dx -J- e 

pour qu’il soit un carré ? 

8. A quelles conditions le polynôme 

x 3 a ® 1 + bx -}* c 
est-il un cube parfait ? 

9. Le nombre entier p est premier s’il divise a p ~' — 1 , 
a étant un nombre entier moindre que p. Ce théorème 
est dù à Fermât. 

10. Le nombre entier p est premier s’il divise 
1.2.3...(p — l)-j-l. Ce théorème a été trouvé par le 
géomètre anglais Wilson. 

11. Les nombres m et n étant entiers, le binôme 
x mm — a mn est divisible par x n — fl", mais le binôme 
•G"** -j— fl"** ne l’est pas. 

Le binôme x mn — û m " n’est divisible par x*~f-a B que 
lorsque l’exposant m est pair. Au contraire , le binôme 
a m " n’est divisible par æ"-f-fl" que si m est im- 
pair. 
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CHAPITRE V. 

Calculs des radicaux. — Exposants fractionnaires. 



I. — RADICAUX. 

Le plus souvent on ne peut extraire les racines des 
nombres que par approximation et au moyen de calculs 
toujours très longs. 11 importe donc de pouvoir faire, 
avant l’extraction des racines , toutes les opérations in- 
diquées sur les radicaux, et de simplifier le plus possible 
les résultats auxquels on arrive, afin de terminer les cal- 
culs par l’opération la plus compliquée , je veux dire par 
l’extraction des racines , et de l’effectuer sur les transfor- 
mées les plus simples des quantités données. Tel est le 
but du calcul des radicaux. 

SIMPLIFICATION d’üN RADICAL 

THÉORÈME I. 

La racine n' éme du produit de plusieurs quantités est égale 
au produit de leurs racines w iemes . 

Ainsi : 

»» * « _ 1 » 

En effet, si je forme la n léme puissance du produit 

» » n 

Vh. \/b. ce que je fais en élevant chaque facteur 
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de ce produit à la n lèrae puissance, je trouve aie... pour le 

» n n 

résultat de cette opération. Doncle produit l/a.l/bl/c... 
n’est autre chose que la racine « ième de abc.. . 

Corollaire. — Si la quantité placée sous un radical 
dont l’indice est m a un facteur qui soit une w léme puis- 
sance, on peut en extraire la racine m ièrnc et multiplier par 
cette racine le coefficient du radical. 

Par exemple : 

2 V^2ôa’i» 6 X 3a6c — 10a J fr 3 1^3 abc. 
Réciproquement, on peut supprimer le coefficient d’un 
radical, pourvu qu’on multiplie la quantité placée sous le 
signe radical par une puissance du coefficient de même 
degré que le radical. 

Ainsi : 

s s _____ 

2a|/3& = |/sa J X3ô- 

Ces deux règles sont des conséquences évidentes du 
théorème qui précède. Lorsqu’on applique la première , 
on fait sortir du radical un facteur de la quantité dont on 
cherche la racine. La seconde, au contraire , sert à faire 
passer le coefficient du radical sous le signe radical.. 

THÉORÈME II. 

On peut multiplier ou diviser par le même nombre entier 
l’indice d’un radical et les exposants des facteurs, tant 
numériques qu’algébriques , de la quantité précédée du 
signe radical. 

Ainsi : 

n ftp 

| /a m =(/a m P. 

n _ 

Car, en élevant [/a* à la n ième puissance, et le résultat 



Digitized by Google 




ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



78 

a" à la p ième puissance , c’est-à-dire en formant la np lèm ® 

n " n _ 

puissance de [/a m , on trouve a mp . Donc la quantité \/a m 
égale la racine n/> léme de a mp . 

Scholie. — Un radical est réduit à sa plus simple expres- 
sion lorsque la quantité précédée du signe radical n’est 
pas susceptible d’une forme plus simple. 

Il résulte de cette définition et des deux théorèmes pré- 
cédents que , pour réduire un radical à sa plus simple ex- 
pression t il faut 1° diviser son indice et tous les exposants 
de la quantité placée sous le signe par leur plus grand 
diviseur commun ; 2“ décomposer la quantité précédée du 
signe radical en deux facteurs, dont l'un soit la plus 
grande puissance possible de même degré que le radical , 
puis faire sortir ce facteur du radical. 

Soit proposé, pour exemple, de réduire l/ 576 a u 6 ts c 3 
à sa plus simple expression. 

Le coefficient 576 étant égal à 3*. 2% le nombre 3 est 
le plus grand diviseur commun à l’indice 6 et aux expo- 
sants 3, 6, 15 et 12. Par conséquent 

k'57üa‘ i 6‘V-=p // 3.2V6 4 c. 

Or 

V' i.ïWb'c = IS-lWb* X 3ac : 

donc, enfin , 

J/ bl0a ii b li c‘=ia i b 2 \/ 3 Te. 

Réduction de plusieurs radicaux au même indice. 

Règle. — Pour réduire plusieurs radicaux au même in- 
dice , on forme d’abord le plus petit multiple de leurs in- 
dices , puis on le divise successivement par ces indices, et 
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l’on multiplie Tindice et les exposants de chaque quantité 
radicale par le quotient correspondant. 

» P Ç 

Je prends pour exemple les radicaux V~a , v b , l/j... , 
dont les indices n, p, q,.... sont des nombres entiers quel- 
conques, parmi lesquels deux au moins sont inégaux. Je 
désigne parm le plus petit multiple de ces nombres, et 
par n', p', q',.... les quotients qu’on obtient en divisant 
m successivement parles indices n, p, q,.... J’applique 
ensuite la règle précédente et je trouve, en effet, 

n un’ m _ 

(/ a — \/ a n —\/ a*' 

e _ pp' » _ 

Vb=Vbv'z=.\/W 

1 m 



Addition et soustraction. 

Pour indiquer l’addition ou la soustraction de deux 
quantités radicales, on les réunit par le signe -f- ou le 
signe — . 

Si les radicaux , que je suppose réduits à leur plus sim- 
ple expression , diffèrent par leurs indices ou par les quan- 
tités placées sous le signe radical , leur somme et leur 
différence ne sont pas susceptibles de simplification. Tels 
sont les résultats suivants : 

4 

îal/ï-\-hbV~ c 

lV~a-Z\/b 

Au contraire, si les quantités radicales sont identiques, 
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il est possible de les réduire à une seule. En effet, soit 
l’expression 

Sal/Jb -J- Sa he[^ïb , 

dont les termes renferment le même radical ; on la ramène 
à (5a — 4c) 1/36, en mettant en facteur la quantité radicale 
commune à tous scs termes. 

Multiplication. 

Règle. — Pour multiplier plusieurs quantités radicales 
de même indice , on effectue la multiplication des quantités 
placées sous les radicaux, et l’on fait précéder le produit 
du radical commun. 

Ainsi : 

tu m Tt% ftt 

V~a X V î) X X • • • = V^ahc.... 

Cette règle est évidente, puisque, d’après le théorème I , 
la racine rn iéme du produit abc... est égale au produit des 
racines rn ièmes de ses facteurs. 

Scholie. — Si les deux radicaux qu’il faut multiplier 
n’ont pas le même indice, on commence par les y ré- 
duire, puis on applique la règle précédente. 

Division. 

Règle. — Pour diviser deux quantités radicales de 
même indice, on effectue la division des quantités placées 
sous les radicaux, et l’on fait précéder le quotient du radi- 
cal commun. 

Ainsi 
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En effet, si l’on multiplie la quantité y/ ? par le diviseur 

m O 

[/l, on trouve, pour produit, c’est- à-dire lè 

dividende \lâ. 

Scholie. — Si les deux radicaux n’ont pas le même in- 
dice, on les y ramène, puis on leur applique la règle pré- 
cédente. 

Puissance d’un radical. 



Règle. — Pour former une puissance d’une quantité ra- 
dicale , il faut élever à cette puissance la quantité placée 
sous le signe radical. 

Ainsi l’on a : 




Cette règle est une conséquence évidente de la multipli- 
cation , puisque (k'ô) est le produit de n facteurs égaux 

m 

à [Sâ. 

Scholie. — Lorsque l’indice m du radical et l’exposant 
n de la puissance ont un facteur commun , on peut le sup- 
primer. 

Racine d’un radical. 

Règle. — Pour extraire la racine n iéme d’un radical , 
on multiplie l’indice du radical par n. 

Ainsi l’on a : 

n 

I / m mn 

V a. 



A 

En effet, si l’on élève V vi à la puissance n, puis le 
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m 

résultat \/a à la puissance m , c’est-à-dire si 1 on forme la 

n » _____ 

mri' ème puissance de V y â, on trouve a. Donc l/F. 

mn 

n’est autre chose que y a- 
Scholie. — On a pareillement 



Donc 



m 

i / n mn 

[/ \Za=\Plit 

1/^=1/ C 7 :, 



c’est-à-dire que, lorsqu’on veut extraire successivement 
deux racines d’un même nombre, on peut intervertir l’or- 
dre des opérations. — Il faut toujours commencer le cal- 
cul par la racine qui a le plus petit indice , afin d’effectuer 
l’opération la plus compliquée sur le nombre le plus petit 
possible. Ainsi 









a 

\y 46 ü&ti= p/'|/’ 46 1)56 = \y 2Îb"z=6. 
THÉORÈME. 



Si les fractions J, p, y,,... sont égales, on a 

<SdKjr * 

a o' a." _ kfl* + a' 2 -l-fl"*... 

ï v H" y b* + b u -\-b"*.7. ' 

OL dJ ^ 

En effet , les fractions ^ , p , p; , étant égales t 

leurs carrés sont aussi égaux, et l’on a, d’après un théo- 
rème du livre I , 



fl* fl'* fl"* fl* 4- a' 2 4- a"*. 

*—V\— V* fe 2 -j- 6'- -f- 6"*. 
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Par suite , les racines carrées de ces nouvelle fractions 
sont égales, c’est-à-dire que 

a a' a" 

b~b'~b" [/^-{-b'^b" 1 . 

Scholie. — Ce théorème est d’une grande utilité dans 
la résolution des équations. 

II. — EXPOSANTS FRACTIONNAIRES. 

Un géomètre anglais nommé Wallis a généralisé la 
notation des exposants imaginée par Descartes , en repré- 

sentant Kô™ par a" lorsque l’exposant n’est pas divisi- 
ble par l’indice n du radical. Telle est l’origine des expo- 

m 

sants fractionnaires. Le nouveau symbole a" a sur le si- 
gne radical deux avantages : il est plus simple , et son 
introduction dans l’algèbre ne nécessite pas de nouvelles 
règles de calcul ; je vais prouver en effet que les expo- 
sants fractionnaires sont soumis aux mêmes règles que les 
exposants entiers. 

Lorsqu’on veut calculer la valeur numérique d’une puis- 
sance dont l’exposant est fractionnaire , il faut revenir à 
la forme radicale et effectuer les opérations qu’elle indi- 
que. Ainsi 

THÉORÈME. 

On peut multiplier ou diviser les deux termes d'un exposant 
fractionnaire par le même nombre entier , sans changer 
la valeur de la puissance correspondante. 

Ainsi l’on a 

m mp 

a n =a”P. 
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n np * 

En effet, l/â*=y'ânp. 

•' Schoîie. — On peut réduire tout exposant fraction- 
naire à sa plus simple expression , sans changer la valeur 
de la puissance correspondante. 

Multiplication. 



1° Soit à multiplier a m par ar ; on a 

p P * 

a m (/«' = \S «»/>+" ; 

donc 

b mp-\-n 

a m .a?=a p =a m + J. 

tn p 

2° Soit à multiplier a~ par al ; on a 

n q nq 

1/â ™X V HP = IX a m l+ n P ; 

donc 

m p "1 + np m ^ p 

a«X fl, =o* ? =«" *■ 

De la résulte cette régie : Pour multiplier deux puis- 
sances entières ou fractionnaires de la même quantité t on 
fait la somme des exposants de ces puissances. 



Division. 



Pour diviser deux puissances quelconques d’une même 
quantité , on retranche l’exposant du diviseur de celui du 
dividende, en supposant toutefois le premier moindre 
que le second . 

Ainsi l’on a 
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m p 

En effet, si l’on multiplie la quantité a" ? par le di- 

P_ m 

viseur aï , on trouve le dividende a n pour produit. 

Scholie. — On démontre de même les cas particuliers 
dans lesquels le dividende et le diviseur sont séparément 
des puissances entières. Au reste , on peut les déduire du 
cas précédent, en supposant successivement n=l et 
p = l. 

Puissance. 



1° Soit à former la puissance £ de a n . On a 



donc 



y'(a m y — [/ mp j 

P mp 

( a '") 9 = a ? . 



2° Soit proposé d’élever a# à la puissance p. On a 

= J : 

donc 

( -V 2? 

\a n J =a * . 

« 

3° Soit à former la puissance ^ de a* . On a 



donc 



|/(|>^r)=l/ / [>^Tp = Ç^ 

i 

( ™\l SE 
\ a n ) q — a * 9 . 



? 

♦ 



On conclut de ces trois cas la règle suivante ; Pour 
élever à la puissance m la quantité a n , m et n étant des 
nombres quelconques , entiers ou fractionnaires t on mul- 
tiplie l’exposant n par le degré m de la puissance. 
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Exercices. 

1. Vérifier que la quantité 



I/- 



6 + \/ b 2 — Uac 



2a 

substituée à n dans le trinôme 
le rend nul. 

2. Vérifier que la quantité 

(H-Ka/*— i 

(i+ Kir-H 

est racine de l’équation] 

m nt m 

K(l+*)*— KU~a:) 2 =2kl— x 1 . 

K 8 I t 2 

3. Diviser par a? — b*, et, en général, a*— b 

i « 

par a«— £*. 

4. Vérifier l’égalité. 

( 5 S-j- 2 )^— (s*— 2)^=1. 

5. Faire le produit des quatre trinômes 

«+|/&-B /c > y'e, l/a-l/b+i/c, j/a-j/è— f/c. 

6. Vérifier l’égalité 

2K72— 12 |/sï— K32— 8 t/ii=sK 2 — 1 / 3 - 
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LIVRE II. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 



I. On appelle équation l’expression de l’égalité de deux 
quantités , monômes ou polynômes , qui renferment un 
nombre quelconque d’inconnues et ne deviennent identi- 
ques que pour certaines valeurs de ces inconnues. Ces va- 
leurs remarquables des inconnues ont reçu le nom de ra- 
cines de l’équation. 

Une équation a deux. membres, qui sont les deux quan- 
tités dont elle exprime l’égalité. Ainsi l’équation 

A = B, 

dans laquelle A et B sont des monômes ou des polynômes 
renfermant un nombre quelconque d’inconnues , a pour 
premier membre le polynôme A et pour second membre 
le polynôme B. 

La résolution d’une équation consiste dans la recherche 
de ses racines. Ce problème est le principal objet de l’al- 
gèbre. 

II. On distingue les équations d’après le nombre de 
leurs inconnues. Ainsi , l’équation 

X 1 — 3~ùx — 7 

n’a qu’une inconnue, tandis que l’équation 
&E-f-5y = 30 

en a deux. 

Lorsque les membres d’une équation sont des monô- 
mes ou des polynômes entiers par rapport aux inconnues, 
on dit que cette équation est du premier degré, du se- 
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cond , du troisième. . .. , selon que le plus grand des degrés 
de ses termes , relativement aux inconnues , égale l’un 
des nombres 1 , 2, 3.... Ainsi , la première des équations 
précédentes est du second degré, et la seconde du premier 
degré. 

111. Deux équations qui ont les mêmes inconnues et les 
mêmes racines sont dites équivalentes. 

11 résulte de cette définition que , pour la résolution 
d'une équation donnée, on peut remplacer cette équation 
par toute autre qui lui soit équivalente ; mais cette sub- 
stitution ne doit être faite qu’aulant que la seconde équa- 
tion est plus simple que la première. 



CHAPITRE I. 

Transformations d’une équation. 

THÉORÈME I. 

On ne change pas la valeur ni le nombre des racines d’une 
équation en augmentant ou diminuant ses deux membres 
de la mime quantité. 

\ 

Je remarque, avant tout , qu’il ne faut pas confondre ce 
théorème avec le suivant , dont l’évidence est incontes- 
table : Une égalité subsiste encore lorsqu’on augmente ou 
qu’on diminue ses deux membres de la même quantité. Il 
s’agit de prouver que deux équations telles que 

À=B 

A+C=B+C 

sont équivalentes, C étant une quantité quelconque» 
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Pour démontrer cette proposition , je suppose que les 
deux équations renferment les inconnues x, y,.... et que 
la première ait pour racines les nombres 

ar = 2, y —5,...; 

je dis que ces nombres satisfont aussi à la seconde équa- 
tion. En effet, leur substitution dans l’équation 

A=B 

transformant les deux membres en des nombres égaux, 
si j’ajoute à chacun de ces nombres la valeur correspon- 
dante de C, je trouverai deux sommes égales. Or ces 
deux sommes sont les valeurs que prennent les polynômes 
A-j-C, B-f-C, lorqu’on y remplace x par 2, y par 3,... : 
donc, les racines de la première équation satisfont à la se- 
conde. 

Réciproquement , si la seconde équation a pour racines 
les nombres 

X — l, y— 5, 

je dis que ces nombres satisfont aussi à la première équa- 
tion. 

En effet, par leur substitution dans l’équation 
A + C=B-j-C, 

les deux membres devenant des nombres égaux , si je re- 
tranche de chacun de ces nombres la valeur correspon- 
dante de C, j’aurai des restes égaux. Or ces restes sont 
les valeurs qu’acquièrent les polynômes A , B, lorsqu’on 
y remplace x par 2 , y par 5, ... . : donc les racines de la 
seconde équation satisfont aussi à la première , et ces 
équations sont équivalentes. 

Corollaire. — On peut transporter un terme d’une 
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équation d’un membre dans l’autre , pourvu qu’on change 
le signe de ce terme. 

Ainsi , les deux équations 

A=B+C, 

A— C=B, 

sont équivalentes. En effet, on déduit la seconde de la 
première en retranchant la môme quantité G des deux 
membres de celle-ci. 

THÉORÈME II. 

On ne change pas la valeur ni le nombre des racines d’une 
équation en multipliant ou divisant ses deux termes par 
une même quantité dont la valeur ne soit pas nulle. 

La question revient à démontrer que deux équations 
telles que 

A=B, 

AC=BC, 

sont équivalentes, C étant une quantité quelconque dont 
la valeur n’est pas nulle. 

Soient#, y... les inconnues de ces équations : j’ad- 
mets d’abord que les nombres 

g 

*=j» y=6t 

forment un système de racines de la première , et je dis 
qu’ils satisfont aussi à la seconde. En effet, leur substitu- 
tion dans l’équation 

A=B 

réduisant les deux membres à des nombres égaux , si 
je multiplie chacun de ces nombres par la valeur cor- 
respondante de C, qui est un nombre autre que zéro, 
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j’aurai deux produits égaux. Or ces produits sont les va- 
leurs que prennent les quantité À C, B G, lorqu’on y rem- 

g 

place x par - , y par 6 . . . . : donc les racines de la pre- 
mière équation satisfont à la seconde. 

Réciproquement , si la seconde équation a pour racines 
les nombres 




je dis que ces nombres satisfont pareillement à la pre- 
mière équation. 

En effet, par leur substitution dans l’équation 
AC=BC, 

les deux membres devenant des nombres égaux, si je 
divise chacun de ces nombres par la valeur correspondante 
de C, que je suppose être un nombre autre que zéro, j’ob- 
tiens deux quotients égaux. Or ces quotients sont les 
valeurs que prennent A et B lorsqu’on y remplace x par 

3 

-, y par 6,... : donc les racines de la seconde équation 
satisfont aussi à la première , et ces deux équations sont 
équivalentes. 

Corollaire. — Lorsqu’une équation a des termes fr ac- 
tionnaires , on peut, en général, réduire tous les termes de 
cette équation au même dénominateur , et supprimer ensuite 
ce dénominateur, qu’on doit choisir le plus simple quil est 
possible. 

1 . Ce théorème est évident si le dénominateur auquel 
on réduit tous les termes de l’équation est un nombre ou 
une quantité algébrique qui ne contienne pas d’inconnues, 
pourvu que , dans ce dernier cas , on ne fasse aucune hy- 
pothèse qui rende nul le dénominateur : car, en suppri-. 
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raant ce dénominateur, on multiplie les deux membres de 
l’équation par une quantité autre que zéro. 

. Ainsi l’équation 

x — 3 . 5 +® 

— +— = 4 

est équivalente à l’équation 

x — 3 — f-3 ^5 -{-ao|)= 24 , 

qu’on forme en réduisant tous les termes de la première au 
dénominateur 6 et en supprimant ensuite ce dénominateur. 
Pareillement les équations 

bx . 

*- a =7=i+’’ 

(x —a) ( c — d ) — bx-\-t (c — d) , 

sont équivalentes , à la condition qu’on donnera toujours 
aux lettres c et d des valeurs inégales. 

2. Lorsque le dénominateur commun renferme des in- 
connues, le théorème n’est pas toujours vrai, car l’équa- 
tion formée par la suppression du dénominateur commun 
peut avoir des racines qui, substituées dans ce polynôme, 
le réduisent à zéro. En voici un exemple : si je multiplie 
par x — 1 les deux membres de l’équation 



je forme la nouvelle équation 

x=x 2 — 6x-j- 6, 

qui a pour racines les nombres 1 et 6, comme on peut le 
vérifier. La racine 6 satisfait aussi à l’équation donnée ; 
mais il n’en est pas de même de l’autre racine, qui rend nul 
le multiplicateur x — 1 lorsqu’on la substitue à x dans ce 
binôme, 
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Cet exemple simple montre que l’application du théo- 
rème précédent conduit, dans certains cas, à une équa- 
tion qui peut avoir plus de solutions que l'équation pro- 
posée. Néanmoins, on emploie la première au lieu de la 
seconde, parce que ses deux membres sont des polynômes 
entiers , et que les méthodes de résolution ne sont le plus 
souvent applicables qu’à des équations de cette forme. 
Mais on rejette, comme étrangères à la question, les 
solutions de l’équation transformée qui rendent nul le 
commun dénominateur des termes de l’équation pro- 
posée. 

THÉORÈME III. 

Lorsqu’on élève les deux membres d'une équation à la même 
puissance, on augmente , en général, le nombre des so- 
lutions de réquation. 

Ainsi l’équation 

A=B 

a moins de solutions que l’équation 

A 1 * — B w , 

m étant un nombre entier quelconque. 

Je remarque, en effet, que, si je retranche B m des deux 
membres de la seconde équation , je la transforme dans la 
suivante 

A m — B m =0, 

dont le premier membre est divisible par A — B. Je dési- 
gne alors par C le quotient de la division de ces deux bi- 
nômes, et l’équation précédente devient 
(A— B)C=0. 
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Par conséquent l’équation 

A“=B* 

a non seulement les solutions de l’équation 

A=B 

qui rendent nulle la différence A — B, mais encore celles 
de l’équation 

C=0; 

ces dernières sont étrangères à l’équation proposée 

A = B. 

Pour vérifier ce théorème sur un exemple , je prends 
l’équation 

3 a: — 4= 2a: — 1, 

dont j’élève les deux membres au carré. L’équation résul- 
tante 

(3a: — 4)*=(2x — l) 1 
étant mise sous la forme 

(Sa: — 4) 5 — (2a: — 1)’ = 0 , 

je transforme en un produit de deux facteurs son pre- 
mier membre, qui est la différence de deux carrés, etcctte 
équation devient 

(3a: — 4 + 2 x — 1) (Sx — U — 2a;-|-l)=:0. 

Le second facteur, égalé à zéro, reproduit l’équation pro- 
posée, et le premier donne les solutions étrangères. 

Scholie. — Si un terme d’une équation est précédé du 
signe radical , on peut faire disparaître ce signe au moyen 
du théorème précédent. Pour cela on isole ce terme dans 
un membre, en transportant les autres termes dans l’autre 
membre , puis on élève les deux membres de l’équation 
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à une puissance dont le degré égale l’indice du radical. 
On choisit ensuite, parmi les racines de l’équation trans- 
formée, celles qui satisfont à l’équation donnée, en les 
substituant successivement, dans cette dernière équation. 
Je prends pour exemple l’équation 
5-j-(/l-|-x=x; 

j’isole le radical dans le premier membre , et j’élève les 
deux membres de l’équation 

\y \-^-x=x — 5 

à la seconde puissance. L’équation résultante 
1 -}- x ~ x J — 10x-}-25 

a pour racines les nombres 8 et 3 , comme on peut le vé- 
rifier; mais la première satisfait seule à l’équation pro- 
posée. 

Exercices. ■ 

1 . Transformer les équations suivantes en d’autres qui 
leur soient équivalentes et dont les deux membres soient 
des polynômes entiers , 

2 _ 2x 

X ( x — 1 ) (a; — 2 ) x — 1 ’ 

jj î i ** — ** 

' (x — l)(x — 3) ~(x — 1) (x — 2)(x — 3) (x — 2 J (x— 3)* 

2. Faire disparaître les radicaux de l’équation 

S/' x-\-i-\-\^ x — 3=l/i. 

La racine de l’équation finale ne satisfait pas à l’équation 
proposée; pouvait-on le prévoir? 

Cette racine satisfait au contraire à l’équation 
V' x-{-3 — J/x — 3 = 1 / 2 . 

Pourquoi ? 
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CHAPITRE n. 

Résolution des équations du premier degré. 



I. — EQUATIONS A UNE SEULE INCONNUE. 

Soit proposé de résoudre l’équalion 
_ 3 , x 2.3# 

2 *-4+;=;+7> 

je réduis d'abord tous ses termes au dénominateur 24, et 
je supprime ce dénominateur. Je forme ainsi l’équation 
û&c— 1 8 -j- 1 2#= 16 -j-9#, 



qui est équivalente à l’équation donnée. 

Je rassemble ensuite dans le premier membre tous les 
termes qui contiennent l’inconnue, et dans le second 
membre ceux qui sont indépendants de cette quantité , 
en changeant toutefois les signes des termes 9x et 18, 
que je transporte d’un membre dans l’autre. Par suite , 
l’équation qui précède devient : 

48# -f-12a? — 9«=16-f-lS. 

J’effectue alors les opérations indiquées dans chaque mem- 
bre , et je trouve 

51#= 34. 

J’en conclus 




34 *> 

Le nombre — ou | est la seule valeur de l’inconnue, 
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puisque, d’après la règle de la division, il n’existe qu’un 
nombre dont le produit par 51 égale 34. 

Pour vérifier celte valeur de l’inconnue, je la substitue 
dans l’équation proposée, dont les deux membres doivent 
alors se réduire à des nombres égaux. L’égalité 

3 3 

à laquelle cette substitution conduit, est évidente, car 

11 2 

chacun de ses membres est égal à — . Donc le nombre - 

ô 

est la vraie valeur de l’inconnue. 

De cet exemple résulte la règle suivante : Pour ré- 
soudre une équation à une seule inconnue et du premier 
degré , on réduit tous les termes au même dénominateur , 
puis on supprime ce dénominateur. On rassemble ensuite 
dans un membre les termes qui contiennent l’inconnue , et 
dans l’autre membre ceux qui en sont indépendants. On 
effectue alors , autant qu’il est possible, les additions et les 
soustractions indiquées dans chacun des membres , et l’on 
divise la valeur de celui qui ne renferme pas l’inconnue par 
le coefficient de cette quantité. Le quotient de cette divi- 
sion est la solution de l’équation proposée, si toutefois les 
calculs qui précèdent sont exacts. On les vérifie en rem- 
plaçant, dans cette équation, l’inconnue par ce quotient. 
Si les deux membres de l’équation se réduisent à des nom- 
bres égaux, le nombre trouvé est la vraie valeur de l’in- 
connue. Dans le cas contraire , cette valeur est fausse ; 
il faut alors recommencer les calculs relatifs à la résolu- 
tion de l’équation. 

Scholie I. — Il n’est pas indifférent de transporter dans 
un membre ou dans l’autre les termes qui renferment l’in- 

7 
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connue de l’équation; il faut faire en sorte que les sous- 
tractions qui résultent de ce déplacement des termes 
puissent être effectuées. Lorsque les coefficients des ter- 
mes de l’équation sont des nombres, on voit immédiate- 
ment de quel côté du signe d’égalité on doit transporter 
l’inconnue pour que lés soustractions soient possibles dans 
chaque membre. Mais il n’en est plus de même si les ter- 
mes de l’équation ont pour coefficients des lettres n’ayant 
généralement entre elles aucune relation de grandeur. 
Soit, par exemple , l’équation 

<i-{- 6ar=c-|- dx , 

dans laquelle le coefficient b de l’inconnue peut être plus 
grand ou moindre que d. La résolution de cette équation 
consiste dans la recherche des valeurs de l’inconnue qui 
correspondent à ces deux hypothèses. Si l’on suppose 
i° b > d, il faut transporter le terme dx dans le premier 
membre , parce que la soustraction b — d est possible, et 
l’on trouve alors 

c — a 

x = b=d' 

en admettant toutefois que l’on a c >a ; 2° si b est moin- 
dre que d, on fait passer le terme bx dans le second mem- 
bre, et l’on obtient 

a — e 

x ~~b' 

en supposant en outre c<a. Je démontrerai dans la suite 
comment on peut remplacer ces deux formules par une 
seule. 

Lorsqu’en résolvant une équation on trouve que la 
soustraction est possible dans un membre et impossible 
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dans l’autre, c’est qu’il n’existe aucun nombre qui puisse 
satisfaire à l’équation. On en conclut que cette équation 
exprime une absurdité, qu’on peut souvent reconnaître a 
priori. Soit proposée l’équation 
9-{-* 5 

6+âr~3 ' 

Je réduis ses termes au même dénominateur, puis je sup- 
prime ce dénominateur, et j’obtiens la transformée 

27 + 3^=30 + 5x, ' 

de laquelle je déduis la nouvelle équation 
27 — 30 = 5æ — Zx. 

Je suis conduit de cette manière à deux soustractions ; 
celle qui est indiquée dans le second membre est possible , 
tandis que l’autre ne l’est pas. J’en conclus que l’équation 
donnée exprime une condition impossible à remplir. En 

effet, il s’agit de trouver quel nombre on doit ajouter aux 

9 

deux termes du nombre fractionnaire g pour le rendre 

5 9 

égal à g-. Or ce problème est impossible, puisque g est 

5 

moindre que -, et qu’on diminue un nombre fraction- 
naire en ajoutant un même nombre à ses deux termes. 

Scliolie II. — Lorsqu’une équation n’a qu’une incon- 
nue élevée à la même puissance dans les termes qui la 
contiennent, on peut la résoudre en cherchant la valeur 
de cette puissance d’après la règle donnée pour la réso- 
lution d’une équation du premier degré, à une seule in- 
connue. 

En effet, soit l’équation 

Sx 3 — 12 = 52 — 3<c 3 
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qui ne contient l’inconnue qu’à la troisième puissance : je 
fais passer le terme 5 æ 3 dans le premier membre et le 
terme 12 dans le second, puis j’effectue les opérations in- 
diquées dans chaque membre, et je trouve 

8ar 3 ==6&. 

Je considère maintenant la quantité æ 3 comme l’inconnue, 
et, pour en avoir la valeur, je divise les deux membres de 

l’équation par le coefficient de a; 3 . J’obtiens ainsi 

ar 3 =8; 

d’où je conclus 

x—y 8 = 2 . 

II. — ÉQUATIONS A DEUX INCONNUES. 

Une équation à deux inconnues x et y étant donnée, 
je réduis tous ses termes au même dénominateur, si elle 
en a qui soient fractionnaires. Je supprime ensuite le dé- 
nominateur commun, et je rassemble dans un môme mem- 
bre les termes qui contiennent les inconnues et dans l’au- 
tre membre ceux qui en sont indépendants. Je^ramène 
ainsi l’équaliou proposée à n'avoir que trois termes, com- 
me la suivante 

2# -J- by—9. 

Cela posé , si l’on demandait de déterminer les valeurs 
de a; et y qui satisfont à l’équation précédente , le problè- 
me aurait une infinité de solutions, c’est-à-dire qu’il se- 
rait indéterminé : car, en faisant passer le terme 5 y dans 
le second membre, et divisant ensuite les deux membres 
par le coefficient de x, je trouve 



c’est-à-dire que l’inconnue x est exprimée au moyen de 
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l’autre inconnue y, qu’aucune condition ne détermine. Pour 
avoir un système de valeurs de ces quantités , je donne 

3 

à y une valeur quelconque, par exemple — , et j’obtiens 

3 

la valeur correspondante de x en remplaçant y par — 
dans la formule précédente ; ce qui donne 




Le choix des valeurs de y, quoique indéterminé , est ce- 
pendant limité. En effet , il faut que soit au plus égal 
à 9 pour que l’autre inconnue x ait une valeur corres- 
pondante à celle de y. 

On fait disparaître l’indétermination en assujettissant les 
deux inconnues à une autre condition, par exemple à sa- 
tisfaire à une seconde équation du premier degré qui ne 
soit pas une conséquence de la première. C’est le cas que 
je vais examiner. 

Je suppose d’abord que l’une des deux équations ne 
contienne qu’une inconnue, et je prends pour exemple 
les équations 

2ar-[-5y=19, 

x — 2 5 

x — 3 5 ' 

I 

Je résous la seconde , qui n’a qu’une inconnue , et je 
trouve 

Ï1 s’agit maintenant de déterminer la valeur correspon- 
dante de y, qui satisfait à la première équation. Pour cela, 
je résous celte équation par rapport à y , et, d’après ce 
qui précède, je remplace x par 7 dans la formule 



19— 2a: 
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ce qui donne 

19— U 

»=— — =*• 

Cet exemple montre quelle marche on doit suivre pour 
résoudre deux équations contenant à la fois les deux in- 
connues. Il faut chercher à ramener ce cas au précédent, 
en remplaçant le système des équations données par un 
autre qui ait les mêmes solutions, c’est-à-dire qui lui soit 
équivalent, et dont l’une des équations n’ait qu’une incon- 
nue. C’est ce qu’on appelle éliminer une inconnue de l’une 
des équations du système proposé. U élimination repose 
sur un théorème général que je vais d’abord démontrer. 

On dit qu’on additionne ou qu’on retranche deux équa- 
tions membre à membre lorsqu’on égale la somme ou la 
différence de leurs premiers membres à celle des seconds. 

THÉORÈME. 

Dans tout système de deux équations à deux inconnues , on 
peut remplacer l’une de ces équations par une autre , 
qu’on forme en multipliant les deux membres de la pre- 
mière par un nombre quelconque et en ajoutant ou re- 
tranchant membre à membre cette nouvelle équation et 
la seconde du système proposé. 

Ainsi le système des deux équations 
A =B, 

A'=B', 

qui contiennent les deux inconnues xely est équivalent 
au système des deux équations, 

Am-j-À'^Bm-f-B' , 

A' = B', 

m étant un nombre quelconque^ 
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En effet , si je suppose d’abord que le premier système 
d’équations soit résolu par les valeurs suivantes des incon- 
nues 

*=i, y =4, 

je dis que ces nombres satisfont aussi aux équations du 
second système. Cette conséquence est évidente pour la 
seconde équation , qui fait partie des deux systèmes ; il 
suffit donc de la démontrer pour l’équation 
Am-J-A^Bm-fB 1 . 

Par hypothèse, les polynômes A et B se réduisent à deux 
nombres égaux, ainsi que A* et B', lorsqu’on y remplace 
x par 1 et y par 4 : donc , si je multiplie par le même 
nombre mies valeurs égales de A et B, j’aurai deux pro- 
duits égaux, et, en ajoutant au premier la valeur de A', 
au second la valeur de B', je trouverai deux sommes éga- 
les. Or ces sommes sont les valeurs des polynômes 
Am-j-A', Bm-j-B', correspondantes à 

«C=l, y —h : 

donc ces nombres satisfont à l’équation 

Par un raisonnemt analogue je prouverais que, récipro- 
quement, si les nombres 

<r=l, y=4, 

satisfont au second système d’équations, ils forment aussi 
une solution du premier. Donc les deux systèmes d’équa- 
tions sont équivalents. 

Il en serait de même si je prenais l’équation 
Am — A'=Bm— B', 
au lieu de l’équation 

Am-f-A'=B/n-f-B'. 
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Scholie. — Lorsque les deux équations données ont la 
même forme que les suivantes 

2*-f Sy = 20, 

Sx — 4y = 7, 

on peut toujours déterminer le multiplicateur m et com- 
biner les équations de telle sorte que l’équation résultante 
ne contienne qu’une inconnue. 

En effet, pour éliminer x entre ces équations, je mul- 
tiplie les deux membres de la première par le rapport 
des coefficients de celte inconnue dans la seconde équa- 
tion et dans la première ; je forme ainsi l’équation 

S.r-f yy=30, 

où l’inconnue x est précédée du môme coefficient et du 
même signe que dans la seconde équation donnée. Donc, 
si je retranche membre à membre ces deux équations, 
celle qui en résulte 

30-7, 

ne contient plus que y, et forme, avec l’équation 
3x — 4y = 7, 

un système équivalent au système donné. En résolvant 
ce système d’équations d’après la méthode précédemment 
indiquée , je trouve 

y=2 et x= 5. 

Ce procédé d’élimination a reçu le nom d 'élimination 
par réduction au même coefficient. — On l’appelle aussi 
élimination par addition ou soustraction, parce qu’on addi- 
tionne ou qu’on soustrait membre à membre les équations 
dans lesquelles une inconnue a le même coefficient, selon 
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que celte inconnue est précédée de signes contraires ou 
des mêmes signes.. 

Elimination par substitution . 

Il existe une autre méthode d’élimination, connue sous 
le nom d’élimination par substitution. Elle consiste à ré- 
soudre tune des équations par rapport à une inconnue, et à 
substituer la valeur de cette quantité dans l'autre équation, 
qui , alors, ne contient plus qu’une inconnue. 

Cette règle est aussi une conséquence du théorème 
précédent. Je vais la démontrer sur les équations 
4x+5y=22, 

Zx — 2y=5. 

Je résous d’abord la première équation par rapport à x, 

puis je remplace cette inconnue par sa valeur 

22— 5y 
x — 

4 

dans la seconde équation , et je dis que le système 




est équivalent au système donné. En effet, si je remplace 
la seconde équation du dernier système par une autre 
tjue je forme en ajoutant membre à membre la seconde 
équation et la première, après avoir multiplié les deux mem- 
bres de celle-ci par le coefficient 3 du terme 3 -j 
de la seconde, j’obtiens le système des deux équations 




8a?-2y=5, 

qui ne sont autres que les équations proposées. Donc le 
second système est équivalent au premier. 
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La résolution de l’équation 




ne conduit qu’à une seule valeur de y, savoir 

y=2 } 

et, en substituant ce nombre à y dans la formule 

22— 5v 

je ne trouve de même qu’une seule valeur pour x, savoir 

x—Z. 

Je conclus de là 
1 # Cette Règle : 

Pour résoudre deux équations du premier degré à 
deux inconnues x et y, il faut prendre la valeur de x 
dans l’une des équations , la substituer à cette inconnue 
dans l’autre équation, et résoudre ensuite cette dernière 
équation par rapport à l’inconnue y qu’elle contient seule. 
La valeur de y étant ainsi trouvée , on obtient celle de 
l’autre inconnue x en substituant la valeur de y dans la 
formule de x. 

2° Tout système de deux équations à deux inconnues, 
et du premier degré , n’admet en général qu’une solution , 
c’est-à-dire que chacune des inconnues n’a qu’une valeur. 

Scholie. — 1° Il n’arrive pas toujours qu’on puisse 
trouver pour les inconnues un système de valeurs satis- 
faisant aux équations. En effet , si je considère les équa-; 
lions 

5x-J-3y=17, 

10*4-6y=:31, 
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et que j’élimine entre elles l’inconnue x pour former le 
système équivalent 

5 ’ 

10 (^ï^) +6y==31 ’ 

je trouve que l’inconnue y disparaît de la dernière équa- 
tion , qui se réduit à l’égalité, évidemment fausse, 

34=31. 

Les équations proposées expriment , dans ce cas , des con- 
ditions auxquelles il est impossible de satisfaire simultané- 
ment; on dit, pour cette raison, qu’elles sont contradic- 
toires. 

2“ Lorsque l’une des équations du système donné est 
une conséquence de l’autre, comme l’équation 

20a; — Uy—bU 

qu’on forme en multipliant par 4 les deux membres de 
celle-ci 

5a;— y=14, 

si l’on élimine entre elles l’une des inconnues , par exem- 
ple y, le système équivalent auquel on arrive est com- 
posé des équations suivantes 

y—bx — 14 
et 

20a: — 4(5a:— 14) = 56, 

dont la dernière se réduit à l’égalité évidente , et , par 
conséquent, inutile, 

56 = 56. 

Donc le système des deux équations données peut être 
remplacé par une seule de ces équations, c’est-à-dire 
qu’il est indéterminé. 
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Je donnerai dans la suite le caractère distinctif de cha- 
cun des systèmes singuliers d’équations que je viens d’in- 
diquer. 

I U.— RÉSOLUTION D’UN NOMBRE QUELCONQUE 
D'ÉQUATIONS. 

Le nombre des équations données dans ce problème 
peut égaler celui des inconnues que ces équations con- 
tiennent, il peut aussi être moindre ou plus grand. Je 
vais examiner séparément ces trois cas ; leur explication 
dépend d’un théorème dont celui que j’ai donné pour deux 
équations à deux inconnues n’est qu’un cas particulier. 
En voici l’énoncé : 

Dans tout système de plusieurs équations , Y me quelcon- 
que d’entre elles peut être remplacée par une autre qu’on 
forme en ajoutant ou retranchant membre à membre cette 
équation et l’une des autres , après avoir multiplié ses deux 
membres ou ceux de la seconde par le même nombre. 

Par exemple , le système des quatre équations 

A =B, 

A' =B', 

A" =B", 

A"'=B"', 

est équivalent au système suivant, 

Am-|- A =Bm-J-B', 

A' =B\ 

A" =B", 

A"'=B'", 

dans lequel m est un nombre quelconque. 

J’omets la démonstration de ce théorème , parce qu’elle 
est identique à celle du théorème relatif à deux équations 
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(page 102), et je passe à la résolution de trois équations 
à trois inconnues. Quelles que soient les équations don- 
nées , je puis réduire au même dénominateur tous les ter- 
mes de chacune d’elles, supprimer ensuite cc dénomina- 
teur et réunir dans un même membre les termes qui con- 
tiennent des inconnues et dans l’autre membre ceux qui 
n’en dépendent pas. Aussi je supposerai désormais que 
les équations données sont ramenées à cette dernière 
forme, la plus simple de toutes celles dont elles sont sus- 
ceptibles. 

Soient proposées les équations 

— 5«/-f-3z=l , 

7*+3y— p—1, 
z— 12. 

Je résous la première par rapport à y et je substitue la 
valeur de celte inconnue dans les deux autres équations. 
Je dis que les trois équations 

t -f-.My- Sz 

*= — i — • 

7 (H-^-3*) +Sy _ 2x _ 7> 

/^l ± 5p ± ,) + ?y . + i=12) 

forment un système équivalent à celui de3 équations don- 
nées. 

En effet, je remplace la seconde équation du dernier 
système par une autre que je formeen ajoutant membre à 
membre celte équation et la première , après avoir mul- 
tiplié les deux membres de celle-ci par le coefficient 7 du 
terme 7 ^ ^ de la seconde équation. Or, la trans- 
formée 



7a;-j-8y — 2«r=7, 
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que j’obtiens ainsi, n’est autre que la seconde équation du 
premier système. Une combinaison semblable effectuée 
sur la première équation et la troisième du second sys- 
tème reproduit aussi la troisième équation 

5*-j-2y-4-r=12 

du premier système. Donc le second système est équi- 
valent au premier. 

Je simplifie les deux dernières équations du second sys- 
tème , et la question se trouve ramenée à résoudre les 
trois équations 

*“ 2 » 

L\y — 252—7, 

29y— 132=19, 

plus simples que les équations données, puisque deux 
d’entre elles ne contiennent que deux inconnues. J’éli- 
mine maintenant l’une de ces inconnues, par exemple y , 
entre ces deux équations , et le système précédent de- 
vient 

l + 5y -Sz 

*- 2 ’ 

7 + 252 

y= ~jr~ f 

29^-^-132=19. 

Comme chacune de ces équations contient une inconnue 
de moins que celle qui la précède , je cherche d’abord la 
valeur de % en résolvant la troisième équation, qui ne con- 
tient que cette inconnue. Je trouve ainsi 

2 = 3j 
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je substitue ensuite cette valeur de a dans la seconde équa- 
tion et j’obtiens 

y=2. 

Les valeurs de y et a étant connues , je calcule la valeur 
correspondante de x en remplaçant y par 2 et a par 5 
dans la première équation, et j’ai 

x=i. 

Afin de vérifier tous les calculs qui précèdent et, par 
suite, les valeurs qui en résultent pour les inconnues, il 
faut toujours s’assurer, par une substitution directe, que 
les nombres trouvés pour les inconnues satisfont aux 
équations données. 

Cette vérification , appliquée à l’exemple précédent , 
conduit aux égalités évidentes, 

2—10-f9 = l, 

7+ 6— G=7, 

54- 64-3 = 12. 

Donc les valeurs trouvées pour les inconnues sont exactes. 
De cet exemple je conclus 
1° La Règle suivante : 

Pour résoudre trois équations à trois inconnues x, y 
je commence par prendre la valeur de l’inconnue x dans 
l’une des équations et je la substitue dans les deux autres. 
Je prends ensuite la valeur de y dans l’une des deux der- 
nières équations et je la substitue dans l’autre , que je ré- 
sous alors par rapport à a. 

La valeur de a étant trouvée , je calcule y en rempla- 
çant dans la formule de cette inconnue la quantité a par 
sa valeur. Enfin j’obtiens la valeur de x en substituant 
dans sa formule les valeurs connues de y et de a. 

2* Tout système de trois équations à trois inconnues et 
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du premier degré n’admet en général qu’une solution, 
puisqu’on détermine successivement chacune des incon- 
nues par une équation du premier degré ne contenant 
que l’inconnue cherchée. 

Scholie. — Cette règle est applicable à un nombre 
quelconque m d’équations contenant m inconnues x t , x 2 , 

X m . 

En effet , si je résous la première de ces équations par 
rapporté l’iuconnuea;,, et que je substitue la valeur de x t 
dans les m — 1 autres équations, le système proposé se 
trouve remplacé par un autre composé d’une équation ren- 
fermant les m inconnues et dem — 1 équations contenant 
les »» — 1 quantités x 2 , x 3 ,... x m . Je prends dans la pre- 
mière de ces m — 1 équations la valeur de x 2 , et je la 
substitue dans les m — 2 autres. Je forme de cette manière 
un second système d’équations équivalent au premier et 
contenant une équation à m inconnues , une éqyalion à 
m — l inconnues, et un groupe de m — 2 équations dont 
les inconnues sont a;, , x r ...x m . Je résous alors la pre- 
mière équation de ce groupe par rapport à x 3 et je sub- 
stitue la valeur de cette inconnue dans lesm — 5 autres 
équations; ce qui ramène le système proposé à un autre 
composé aussi de m équations : la première a m incon- 
nues, la seconde en contient m— 1 , la troisième m — 2, 
et lesm — 3 autres ne renferment que lesm — 3 incon- 
nuesa: 4 , x 5 .... x m . En continuant ainsi, j’arrive à un 
système de m équations équivalent au système proposé 
et formé de la manière suivante : La première de ces 
équations renferme m inconnues; la seconde en contient 

m — 1 ; la troisième m— 2; la (m — t) iéme d eux ■ 

et la m iéme une seule. • 
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La résolution de la m iè,ne équation fera connaître la 
valeur de Pinconnnue x m , qui s’y trouve seule. En sub- 
stituant cette valeur de x m dans la (m — l) iéme équa- 
tion, je serai conduit à la valeur de l’inconnue x m _ t . Je 
remplacerai ensuite x m et av~i par leurs valeurs dans la 
(m — 2) iéme équation, et j’en déduirai celle de l’incon- 
nue En remontant ainsi de chaque inconnue à la 

précédente, j’obtiendrai les valeurs de toutes les inconnues, 
et le système des équations données n’aura encore qu’une 
solution , s’il ne contient pas d’équations contradictoires 
ou identiques. 

Cette méthode, appliquée au système des quatre équa- 
tions 

x — — J — 3 z-j- t=7 , 

5a:-}-3y — 2t=l , 

4#+7y-{-5z — 31 = 8, 

5y — 3z-f-6t=tl, 

donne 

x—0, y=l, 2=2 et t=3. 

On trouve pareillement que le système des cinq équa- 
tions 

3ar-f-2z — u— U, 
i 5y-J-2z-j- t=20, 
y — 7#-{-2u=5, 

6y — 3«-(- t— 1, 
z-j-3u=18, 

est satisfait par les nombres suivants : 

x—l, y=2, 2=3, t=U, «=5. 

Je suppose, en second lieu, qu’on ait à résoudre m 
équations du premier degré contenant m-j-n inconnues. 

On regarde alors n des inconnues comme ayant des va- 
leurs données, et l’on résout les m équations , d’après la 

' 8 
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méthode précédente, par rapport aux m autres incon- 
nues : ces quantités sè trouvent exprimées au moyen des 
n premières inconnues , dont les valeurs restent indéter- 
minées; aussi dit-on que le système des équations don- 
nées est indéterminé. Pour en avoir une solution , il faut 
attribuer des valeurs arbitraires aux n inconnues qui sont 
indéterminées et en déduiéè les valeurs correspondantes 
des m autres inconnues, si toutefois il en existe. 

Soit proposé, par exemple, dé résoudre le système des 
deux équations 

æ-f-y — 22=8, 
x — y-\-l>z= 12 , 



qui contiennent trois inconnues. Je regarde l’inconnue * 
comme ayant une valeur numérique donnée , et je résous 
les deux équations 

®+y=8+22, 

x — y=i2 — liZ. 

Je trouve 



ar=10 — r, 
u = S2 — 9 



Ces formules montrent que la valeur de l’inconnue %, tout 
indéterminée qu’elle est, doit être comprise entre les 
nombres - et JO, puisqu’il faut avoir 
2<^10 et S2>2. 

En prenant s= 6 , j’ai x—\ et j/= 16 . 

Je suppose, en dernier lieu, que l’on ait à résoudre un 
système de m-\-n équations contenant seulement m in- 
connues. 

Parmi les m-f-n équations données on en choisit m 
qui soient les plus simples et qui renferment les m incon- 
nues. On résout ensuite ce système de m équations à m 
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inconnues d’après la mélhode précédente, et les valeurs 
qu’on trouve pour les m inconnues doivent satisfaire aux 
» autres équations pour que les m-\-n équations don- 
nées soient satisfaites par les mêmes valeurs des m in- 
connues. 

Lorsque quelques uns des coefficients des m-\-n équa- 
tions sont algébriques, les égalités qu’on obtient en sub- 
stituant les valeurs des m inconnues dans les n équations 
qui n’ont pas servi à les calculer expriment les condi- 
tions auxquelles les coefficients indéterminés doivent sa- 
tisfaire pour que les m-\-n équations données aient une 
solution commune. Aussi on donne à ces égalités le nom 
d’équations de condition y le nombre de ces équations est 
généralement égal à l’excès du nombre des équations 
données sur celui des inconnues. 

Soit proposé de résoudre le système des trois équa- 
tions 

ax — by — c , 
bx — ay =d, 
aCcx — dtj)~c--\-d 2 , 

qui ne contiennent que deux inconnues. La résolution 
des deux premières équations donne 

ac — bd bc — ad 

X ‘ a 2 — b 2 ’ y ~~ a 1 — b 1 ‘ 

En substituant ces valeurs de x et y dans la troisième 
équation, on trouve que les quatre coefficients indéter- 
minés a, b,c, d, doivent satisfaire à P équation de con- 
dition 

6 2 (c 2 -(- d 2 ) — tîabcd , 

c’est à-dire que, si l’on donne des valeurs arbitraires à 
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trois de ces coeflicienls, la valeur du quatrième doit être 
déduite de l’équation de condition. Ainsi, en prenant 
b— 6, c — S, dz= 1 , 

on trouve 10 pour la valeur de a , calculée au moyen de 
la formule 

6(e 2 4-tf r ) 
a — — : • 

Les valeurs correspondantes des inconnues x el y sont 

S t 

*=8’ y= 8- 

Remarques sur la résolution des équations du 'premier 

degré. 

1. Si, dans l’une des équations données, le coeffi- 
cient d’une inconnue est égal à l’unité, on élimine de 
préférence cette inconnue , parce que sa valeur exprimée 
au moyen des autres inconnues n’a pas de dénominateur, 
ce qui rend plus simples les transformations des autres 
équations. 

2. Lorsque toutes les inconnues ne sont pas contenues 
dans chaque équation du système donné, on doit com- 
mencer l’élimination par l’inconnue qui se trouve dans le 
plus petit nombre d’équations , afin d’avoir à faire moins 
de substitutions. 

Si une inconnue n’entre que dans une équation, on ré- 
serve celte équation pour la détermination spéciale de 
cette inconnue, et l’on résout le système des autres équa- 
tions. 

3. On simplifie quelquefois la résolution d’un système 
d’équations par l’emploi d’une inconnue auxiliaire, telle 
que la somme de toutes les inconnues ; la relation qu’on 
doit établir entre cette nouvelle inconnue et les incon- 
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nues primitives dépend particulièrement du système 
d’équation qu’on veut résoudre. Cette méthode n’est pas 
toujours applicable , car son emploi suppose entre les in- 
connues une certaine symétrie qui n’existe pas dans tous 
les systèmes d’équations; c’est cette symétrie qui fait 
connaître la forme de l’inconnue auxiliaire, je veux dire sa 
relation avec les autres inconnues. 

Exemple I. — Résoudre le système des quatre équations 
x+y+z=d, 
t- j-œ-j-y=c, 
z-f- t -j -xzzzb, 
y+z-f- t=a, 



renfermant les quatre inconnues x, y, %, t. Comme cha- 
que équation donne la valeur de la somme de trois in- 
connues consécutives, si je connaissais la somme des 
quatre inconnues j’en déduirais facilement la valeur de 
chacune de ces quantités. Or, en additionnant membre à 
membre les équations données, je trouve 
3(a:-{-y-j-z-j-() ==a +^H -c "1“ d, 



et , par suite , 



x+y+z+t-. 



o-j-fi-j-c-f-rf 



Je soustrais maintenant chacune des équations propo- 
sées de la précédente , et j’obtiens 

a + 6 + c + d j 

* o **> 



a+b+c+d r 

x+b + c+d , 

y- 3 



cl -f- b -j- c -1- d 



— a. 
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Exemple II. — Résoudre les équations 

a y 5 

a b c’ 

x-\-y 

Si la commune valeur des fractions - , -, était con- 

nue, je la multiplierais successivement par les dénomi- 
nateurs a, b, c, et les trois produits seraient les valeurs 
respectives des inconnues x y y, 11 s agit donc de trouvei 

la valeur du rapport ^ . Or, les trois fractions ^ , f , - ’ 

étant égales, la fraction ou représente 

leur valeur commune ; dès lors 



et, par suite. 



x y z d 

abc a-j-6-f-c 

ad 

x xz , 

a-j-6-t-c’ 

_ bd 

y c * 

_ cd 

ü -f- b -|- 6 



Exemple III. — Résoudre les équations 



x y s 

a 6 c -1 

mx-\-ny-\-pz — r. 

En appliquant un théorème précédemment démontré 
sur une suite de fractions égales, j’ai 

x y z mx-\-ny-\-f)Z 

a b c ma-^-nô-j-pz ’ 

donc 



~ — — r 
a b c ma-J-pt-j-nc ’ 
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et, par conséquent , 

ar 

j* — ■ 

ma-\-nb-\-pc ’ 

br 

y ma-\-nb-\-j>c ’ 

cr 

jj — ■ — » m 

ma-\-nb-^-pc 



4 i. 



Equations à résoudre. 



Sx 



- 2 “ 282 “ 3 +ï* 



Q?G 

9 2 . a; J -j-a( 6 +c)=^a+x)( 64 - a; ) — • 

a m 

m fl / ni 

4 3. |/®4-a:= J/ a: 2 4-5 ax-f — • 

|| 4. ax-\-by—tab, 

bx-^-ay—aP-^fb*. 



5. a: — ay4"° J * =: ® î » 

x — by-\-b 2 Z — b l , 
x — ey-\ -c 2 z=e 3 . 



6 . 



7. 



aa; 4 _ ^(y”^ - ''®“f"0 — c > 
a'y.'-f- 6(«4-<4- a;) = c', 
a"z* -b {t+x-{-y)=c ' , 1 
a'"t- -b{x-\-y-\-z)=d’' . 



aar 4" ^ (y4“ s + O = c » 

oy 4" b 1 {z ~\-t-^-x)^zc r f 
az 4- b" («4-x4-y)=c"> 

at + b"'(x+y+z)zzc’". 
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8. Résoudre les équations 



1 l’ 

— — — c, 
x 1 y 




b — X 


, b '-y t 




b — m 




b — x 


. b '-y' . 




0 — a 




* 


a — x 


, «'-y . 

* a' — m! 




a—m 





10. Déterminer les quantités a, b, c , de telle sorte que 
les deux sytèmes d’équations 

ax — by-\-cz — 2, 
ax-}-&y — cz— 10, 
ax-\-by-\-cz — 1’i , 



% 

k 



y+ z=6, 
ïx — y-} -3 - 8 — 9» 
5ar-J-2y — 3z=0 , 



soient satisfaits par les mêmes valeurs des inconnues x , 
y et s. . «« 

« 

4 

• * 
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CHAPITRE III. 

Résolution de problèmes relatifs aux équations 
du premier degré. 

La résolution d’un problème quelconque est en général 
composée de trois parties, qui sont : 

1° La mise en équation , c’est-à-dire la formation des 
équations qui lient les inconnues aux quantités données ; 

2° La résolution des équations ; 

3° La discussion , qui consiste dans la recherche des li- 
mites entre lesquelles les données peuvent varier pour» 
que le problème soit possible , et dans l’examen des va- 
leurs remarquables qu’elles peuvent avoir entre ces li- 
mites. Cette partie de la résolution d’un problème n’existe 
que si les données sont algébriques : car, lorsqu’elles sont 
numériques , on trouve pour les inconnues des nombres 
sur lesquels on ne peut faire aucune hypothèse, puisqu’ils 
sont déterminés. 

Je vais traiter la première partie et la troisième. Quant 
à la deuxième, je ferai remarquer seulement qu’elle est 
l’objet du chapitre précédent, car je suppose que le pro- 
blème proposé conduit à des équations du premier degré. 

Si l’on compare les problèmes sous le rapport des dif- 
ficultés que présente leur mise en équation , on peut les 
partager en trois classes : la première comprend tous ceux 
qui sont énoncés sous la forme d’égalités , et qui condui- 
sent immédiatement à leurs équations; la seconde con- 
tient ceux dans les énoncés desquels les conditions d’éga- 
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lité sont moins évidentes et dont la mise en équation exige 
un raisonnement simple; la troisième enfin est composée 
des problèmes dans lesquels les liaisons des inconnues 
avec les données sont tellement compliquées qu’il est 
presque impossible de les écrire en équation directement, 
c’est-à-dire sans l’emploi d’inconnues auxiliaires. Je vais 
donner des exemples de chaque cas. 

I. Lorsque l’énoncé du problème proposé est donné sous 
la forme d’égalités, il suffît, pour mettre ce problème en 
équations, de désigner les inconnues par des lettres diffé- 
rentes et d’écrire les égalités indiquées dans l’énoncé. Le 
problème n’est déterminé que si le nombre de ces éga- 
lités est le même que celui des inconnues. 

Exemple 1. — Trouver un nombre qui soit égal à l’ex- 
cès de la somme de sa moitié et de ses deux tiers sur 12 
unités. 

Soit x ce nombre : la somme de sa moitié et de ses 
deux tiers est alors exprimée par f-j-y* Donc, d’après 
l’énoncé du problème , 



x = 




La résolution de cette équation donne 

x = 72. 

Cette valeur de x est exacte, car la somme de la moi- 
tié et des tiers de 72 égale 56-J-48 ou 84, et , l’excès de 
84 sur 72 est 12, comme l’indique l’énoncé du pro- 
blème. 

Exemple U. — Trouver trois nombres parmi lesquels 
le premier , augmenté du double de la somme des deux 
autres , égale 11 unités; le second , augmenté du triple de 
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la somme des deux autres, égale 14; et le troisième, 
augmenté du quadruple de la somme des deux autres, 
égale 15. 

Soient x, y et a les nombres inconnus : la première 
condition du problème est exprimée par l’équation 

x+Uy+z)=ll-, 
la seconde, par l’équation 

y + 3 (*+*)= 14} 

et la troisième, par l’équation 

z-\-k(x- {-y) = 15. 

On facilite la résolution de ces équations en prenant une 
inconnue auxiliaire égale à la somme des trois inconnues, 
et l’on trouve 

3C in» 1 j y 1 ■ 2 y z — 3 • 

Exemple 111. — La date de l’invention de l’imprimerie 
par Guttemberg est exprimée par un nombre de quatre 
chiffres. Le chiffre des unités est le double de celui des 
dixaines; l’excès du chiffre des centaines sur celui des 
dixaines est égal gu chiffre des mille ; de plus , la somme 
des quatre chiffres est égale à 14; et , si l’on augmente ce 
nombre de 4905 unités, on trouve pour somme un nombre 
formé des mêmes chiffres, mais dans l’ordre inverse. 
Quelle est cette date ? 

Je désigne chaque chiffre du nombre inconnu par l’ini- 
tiale du nom de son ordre , c’est-à-dire le chiffre des 
unités par u, celui des dixaines par d, etc. Par suite, ce 
nombre , qui égale la somme des valeurs relatives de scs 
chiffres , a pour expression le polynôme 
lOOOm-f-lOOc-j-lQd-ïpu , 
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le nombre inverse a aussi pour formule 

lOOOM+lOOd+lOc+m. 

La première condition du problème est exprimée par l’é- 
quation 

la seconde, par l’équation 

c—d—m ; 

la troisième, par l’équation 

m-j- e-J-d-f-«= Vx j 
et la quatrième, par l’équation 
1000m + i00c+t0d+u + 4905=1000u + i00d-f-10e+ro. 

Pour simplifier cette dernière équation , je rassemble tous 
ses termes inconnus dans un membre, je divise ensuite 
ses deux membres par 9, et je trouve 

tllm+lOc— 10d— illu=5û5. 

La résolution de ces quatre équations n’offre aucune 
difficulté, et donne 

«*= 1, c—k , <f =3, u=6. 

Donc la date de l’invention de l’imprimerie est 1436. 

IL Lorsque les conditions d’égalité ne sont pas explici- 
tement énoncées comme dans les problèmes qui précèdent, 
on les trouve en procédant de la manière suivante : On com- 
mence par compter le nombre des inconnues du problème 
proposé, puis on prend pour chaque inconnue un nombre 
quelconque, et l’on cherche la série des opérations qu'il 
faut effectuer sur ces nombres pour reconnaître s’ils sont 
ou ne sont pas les vraies valeurs des inconnues. Lorsque 
cette vérification est faite , on désigne les inconnues par 
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des lettres différentes , et l’on indique sur ces lettres la 
même série d’opérations que sur les nombres arbitraires. 

Si le problème donné n’a qu’une inconnue , l’applica- 
tion de cette méthode conduit à la comparaison de deux 
quantités obtenues par des voies différentes, et liées 
l’une à l’autre par une égalité qui est Véquation du pro- 
blème. 

Lorsque le problème a plusieurs inconnues, son énoncé 
doit renfermer autant de conditions et par suite donner 
autant d’équations qu’il y a d’inconnues. Alors ce pro- 
blème est déterminé. Au contraire, il est indéterminé si 
le nombre des équations est moindre que celui des in- 
connues. Enfin , si le nombre des équations surpasse celui 
des inconnues , le problème n’est possible que lorsque les 
données satisfont à un certain nombre d’équations de con- 
dition. 

Exemple. — Un peintre s’engage à donner par an 
4200 francs et un tableau d'un certain prix pour le loyer 
d’un atelier. Au bout de six mois il quitte cet atelier , et 
donne au propriétaire le tableau convenu et 450 francs. 
A quel prix évalue-t-il son tableau? 

Je prends pour ce prix un nombre quelconque, par 
exemple 100 francs, et je raisonne de la manière sui- 
vante pour connaître si ce nombre satisfait aux conditions 
de l’énoncé : Le loyer de l’atelier égale la somme de 1200 
francs et du prix du tableau, c’est-à-dire 4300 fr. ; donc 

le peintre a dû payer ou 650 pour une location de 

six mois. Or, d’après l’énoncé de la question, il a donné 
au propriétaire 450 francs et son tableau, c’est-à-dire 
550 francs. Dès lors le nombre 4 00 ne satisfait pas aux con- 
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ditions du problème. Si maintenant je désigne par la let- 
tre x le prix inconnu du tableau , et que je recommence 
sur cette lettre le raisonnement et les calculs que j’ai 
faits sur la quantité arbitraire 100 francs, je trouve- 
rai deux expressions différentes de la somme que le 
peintre a donnée pour six mois de loyer, et, en les 
écrivant de chaque côté du signe d’égalité, je for- 
merai l’équation du problème. En effet, le loyer de 
l’atelier est de 1200-j-a; francs par an : donc le pein- 
tre a donné 1 - francs pour six mois de location. 

D’autre part ,j e vois par l’énoncé du problème qu’il a payé 
au propriétaire 450-f-æ francs : donc 



lann-t-g 

2 



=460+ar. 



En résolvant cette équation , je trouve 500 fr. pour la 
valeur de x. Il est facile de vérifier que ce nombre ré- 
sout le problème. 

Scholie. — Si l’on veut savoir entre quelles limites les 
nombres 1200 et 450 peuvent varier pour que ce pro- 
blème soit toujours possible, il faut remplacer ccs nom- 
bres par des lettres différentes dans l’énoncé du problème, 
et écrire l’équation avec ces lettres. Je représente par a 
le nombre 1200, et par b le nombre 450; l’équation du 
problème devient alors 

“ 4 £ = i +*- 

et j’en déduis 

x—a — 2 b. 



Cette formule montre que les deux nombres a et b ne 
sont assujettis qu’à la condition que le premier, a , soit 
plus grand que le double du second , b, ou au moins égal 
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à ce double. Dans ce cas extrême, la valeur de x est 
nulle, c’est-à-dire que le peintre ne donne pas de ta- 
bleau, ou s’il en donne un, son prix n’est pas compté 
dans le loyer de l’atelier. 

Exemple II. — Dans quelle proportion faut-il combiner 
deux alliages d'argent et de cuivre pour former 500 gram- 
mes d'un autre alliage de même titre que les monnaies 
françaises , sachant que, pour une partie de cuivre, l’un 
des alliages donnés contient 8 parties d’argent et l’autre 10? 

Je prends 27 grammes du premier alliage et je les com- 
bine avec 500 — 27 ou 473 grammes du second ; l’alliage, 
ainsi formé , pèse 500 grammes. Je vais en déterminer le 
titre. Pour cela , je remarque d’abord que chaque gramme 

g 

du premier alliage contient ^ de grammes d’argent, et i 
par conséquent, que 27 grammes de cet alliage en con- 

g 

tiennent - X 27 ou 24. De même, chaque gramme du se- 

J 

10 

cond alliage est composé de — de grammes d’argent et 

~ de cuivre ; par suite , 473 grammes de cet alliage 

contiennent — X 473 ou 430 grammes d’argent. Donc 
il y a dans les 500 grammes du nouvel alliage 24 -(-430 
ou 454 grammes d’argent, et le titre ^ ou 0,908 de 
cet alliage est plus grand que le titre 0,900 des monnaies 
françaises. Donc les nombres arbitraires 27 et 473 ne 
satisfont pas aux conditions du problème. 

Cela fait, je désigne par x le nombre de grammes du 
premier alliage, et par y le nombre de grammes du se- 
cond alliage , dont la combinaison doit produire l’alliage 
demandé. J’ai d’abord l’équation 
x -f-y=500. 
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Je remarque ensuite que les x grammes du premier al- 
liage contiennent -y grammes d’argent, et que les y gram- 
mes du second alliage en contiennent donc il y a 

dans le nouvel alliage y “h grammes d’argent. Or 
cet alliage , dont le titre est 0,900 , pèse 500 grammes; 
par suite , le poids de l’argent qu’il contient est aussi égal 
à 0,900 X^OO, ou à 450. Par conséquent 

T +Ti wo - 

En résolvant ces deux équations, je trouve pour les in- 
connues les valeurs suivantes : 

*=225, y=275, 
qu’il est facile de vérifier. 

Je ferai remarquer qu’au lieu de former la seconde 
équation du problème au moyen du poids de l’argent que 
le nouvel alliage contient, j’aurais pu l’écrire en réunis- 
sant par le signe d’égalité deux expressions différentes de 
la quantité de cuivre qui entre dans la composition de cet 
alliage, et j’aurais trouvé 

?+&=">• 

équation plus simple que l’autre, et qu’on obtient aussi en 
retranchant membre à membre les deux équations pré- 
cédentes. 

Scholie I. — Si, dans l’énoncé de ce problème, je rem- 
place les nombres 500,8 et 10 parles signes algébriques 
p, a — 1, b — 1 , les équations du problème deviennent 



x» l h 



tu’ 
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et leur résolution donne 

_ap(6— 10) 

10 ( 6 - 0 )’ 
bp(1 0 — O 

y= Tôcr^7’ 

en supposant toutefois b > a. Ces valeurs des inconnues 
montrent que le problème n’est possible que si l’on a 
* 6>lo et o<10. 

Si l’on voulait se servir de ces formules pour résoudre 
ce problème lorsque les deux nombres a et b sont égaux, 
les inconnues se présenteraient sous la forme qui n’a 
aucune signification , puisque diviser un nombre quelcon- 
que N par zéro, c’est-à-dire par rien , c’est ne faire aucune 
opération. Cela prouve, non pas que le problème est im- 
possible , mais que l’application qu’on a faite des formules 
précédentes est fausse , car chacune de ces formules a été 
obtenue en divisant les deux membres d’une équation par 
le nombre 10 ( b — a), qu’on ne doit pas supposer être 
nul. En remontant aux équations non résolues du pro- 
blème, on voit qu’elles deviennent 

x+y= p, 
x+y _p 

a 10 ’ 

par suite de l’hypothèse b=a, et qu’elles sont contra- 
dictoires, si toutefois le nombre «est plusgrand ou moin- 
dre que 10. Donc le problème est aussi impossible. Comme 
on a observé que les formules d’un problème donnent, en 
général , des résultats de la forme — lorsque le problème 

est impossible , on dit que la notation ^ est le symbole de 
l'impossibilité. 

.9 
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Lorsqu’on suppose simultanément b— a et a=10, les 
valeurs des inconnues se présentent sous la forme insi- 
gnifiante jj , et les deux équations du problème se rédui- 
sent à une seule , qui est 

x+y=p-, 

donc le problème est indéterminé. On a remarqué 
une coïncidence constante entre l’indétermination d’un 
problème et la réduction de ses formules à la nota- 
tion jj , par suite d’une hypothèse faite sur les valeurs 
des données du problème. Ce fait n’a aucune exception si 
les quantités fractionnaires qui deviennent ^ ont été préa- 
lablement réduites à leur plus simple expression ; aussi on 
regarde la notation ^ comme le symbole de l’indétermi- 
nation. 

J’ai dit que la valeur d’une fraction qui n’est pas ré- 
duite à sa plus simple expression peut n’étre pas indé- 
terminée lorsqu’elle prend la forme ^ par suite d’une hy- 
pothèse faite sur les lettres qu’elle contient. En voici un 
exemple : la fraction 

x l — 5a;+2 
x l — àx -j- 2 

devient ^ lorsqu’on y remplace x par 2, et cependant 
sa valeur n’est pas indéterminée. Je remarque, en ef- 
fet, que les termes de cette fraction ont un commun 
diviseur, égal à x — 2, lequel devient nul par suite de 
l’hypothèse x =2. Alors je divise par x — 2 les deux 
termes de la fraction proposée , qui se trouve réduite à 
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et sa valeur correspondante h x = 2 ne se présente plus 
sous la forme : elle est égale au nombre entier 7. 

Scholie II. — Lorsque, dans une fraction telle que 
on donne au nombre indéterminé a des valeurs croissan- 
tes depuis 0 jusqu’à 9 exclusivement , le dénominateur 
9 — a diminue continûment, et les valeurs correspon- 
dantes de cette fraction croissent sans limites. On dit 
qu’elles tendent vers l’infini, et l’on désigne ce nombre 
indéfini par le signe oo . 

Si l’on suppose a égal à 9, la fraction prend la forme 
insignifiante ^ et n’a aucune valeur finie ou infinie. Il ne 
faut donc pas confondre le signe oo , qui désigne un nom- 
bre indéfiniment grand, et la notation par laquelle on 
est convenu de représenter une impossibilité quelcon- 
que. 

III. — Lorsque les inconnues énoncées dans un pro- 
blème et les quantités données n’ont que des rapports très 
éloignés, on simplifie et l’on facilite la mise en équation 
par l’emploi d’inconnues auxiliaires, qui servent de lien 
entre les inconnues primitives et les données. 

Ces inconnues auxiliaires sont indiquées par la nature 
du problème. Voici un exemple remarquable de leur uti- 
lité, je l’ai emprunté aux Problèmes et développements 
sur toutes les parties des mathématiques , par M. Duhamel. 

PROBLÈME. 

Soient 1000 mc , 1500 m c , 2000 m c , les grandeurs respec- 
tives de trois prés, dans lesquels l’herbe est d’égale hau- 
teur et croît d’un mouvement uniforme. Le premier pré 
a nourri 5 bœufs pendant 10 jours; le second 6 bœufs 
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pendant 15 jours. On demande pendant combien de jours 

le troisième pré pourra nourrir 9 bœufs? 

Soit x le nombre de jours demandé : je désigne par h 
la commune hauteur de l’herbe dans les trois prés au 
moment où l’on y place les bœufs ; par v la vitesse avec 
laquelle l’herbe pousse; par m la quantité d’herbe mangée 
par on bœuf en un jour, en prenant pour unité l’herbe qui se 
trouve sur un mètre carré de terrain et dont la hauteur 
égale un mètre. Les quantités h, me l v sont trois incon- 
nues auxiliaires dont l’emploi facilite la mise en équation 
du problème, parce qu’elles servent à calculer la quantité 
d’herbe mangée par chaque troupeau de bœufs. 

En effet, chaque bœuf mange en 1 jour une quantité 
d’herbe égale à m. Donc les 5 bœufs du premier trou- 
peau en mangent dans le même temps une quantité égale 
à 5m, et leur consommation en 10 jours est dix fois plus 
grande , c’esl-à-dire égale à 50 m. Or, cette quantité se 
compose de l’herbe dont le premier pré était couvert au 
commencement de l’expérience, et de celle qui a poussé 
pendant 10 jours. La première partie égale 1000/t, et la 
seconde ÎOOOXIOX^: donc 

50m=1000(A+10e). 

En calculant de même les quantités d’herbe mangées 
par les deux autres troupeaux de bœufs, je forme les deux 
autres équations 

90m= 1 500 (A -}- 1 5 p), 

9mx— 2000 (A-J-ex). 

Je résous ensuite les deux premières par rapport aux 
inconnues h clin, et je trouve 

A=t5*', m = 50C*'. 



* 
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Pour avoir la valeur de l’inconnue principale x , je substi- 
tue les valeurs de h et de m dans la troisième équation , et 
j’obtiens 

x— 12 . 

Scholie . — 11 faut remarquer que la troisième inconnue 
auxiliaire v reste indéterminée , et que la valeur de l’in- 
connue principale n’en dépend pas. 

On trouvera une particularité semblable en résolvant le 
problème suivant, si l’on prend toutefois pour inconnue 
auxiliaire le nombre de bougies faites pendant une heure 
par un ouvrier dans les deux fabriques. 

Deux fabriques de bougies se font concurrence. L’une 
a été établie 40 jours après Vautre. Mais elle emploie 70 
ouvriers qui travaillent 12 heures par jour, tandis que 
Vautre n’occupe chaque jour que 60 ouvriers pendant 10 
heures. Dans combien de temps ont-elles fabriqué le même 
nombre de bougies? (Réponse : 100 jours.) 

PROBLÈMES A RÉSOUDRE. 

1. Partager 140 en deux parties, dont l’une, augmen- 
tée de 10, égale le cinquième de l’autre. (125,15.) 

2. Distribuer 9,400 fr. à deux personnes , de sorte 

IF» 

que l’une n’ait que les — de la part de l’autre. (5000, 
6400.) 

3. Une personne, pour s’acquitter d’une dette , a donné 
à son créancier deux billets , l’un de 846 fr., payable dans 
8 mois, et l’autre de 564 fr., payable dans 11 mois. Trois 
mois plus tard , elle offre à son créancier de remplacer 
ces deux billets par un seul, payable dans un an. Celui-ci 
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accepte la proposition, à la condition que ce billet sera de 
4453 fr. 50 c. A quel taux d’intérêt prête-t-il son arqent? 

(6 p. 100.) 

4. Combien faut-il placer de pièces de 20 fr. et de 40 
fr. en ligne droite pour former la longueur du mètre avec 
40 de ces pièces, sachant que leurs diamètres sont res- 
pectivement égaux à 0 m ,021 et 0“ J 026. (8 pièces de 20 
fr., 32 de 40 fr.) 

5. Une personne place les - d’un certain capital à 5 

p. 100 et le reste à 4 1/2 p. 100. Quelle est la valeur de 
ce capital , qui produit une rente de 1950 fr. ? (50000.) 

6. Lorsque les aiguilles d’une montre sont en ligne 
droite entre deux et trois heures , quelle heure cette mon- 
tre indique t elle? (2''10"— , si les aiguilles coïncident, et 

7 

2 , '43 n ’— si l’une est dans le prolongement de l’autre.) 

7. Deux cordes sont enroulées sur deux cylindres dont 
les circonférences ont le même rapport que les nombres 5 
et 3. La différence des longueurs de ces cordes est plus 
grande de 28 m que celle des circonférences ; de plus , le 
nombre de fois que la plus grande corde fait le tour du 
plus gros cylindre surpasse de 12 unités celui des tours 
que la plus petite corde fait sur l’autre cylindre. Enfin, 
si le premier cylindre tourne autour de son axe 3 fois plus 
vite que le second , les deux cordes se déroulent dans le 
même temps. Quelles sont les longueurs des cordes et de la 
circonférence de chaque cylindre ? (36“ et 7 ,n , 2 sont les 
longueurs des cordes, et les circonférences des cylindres 
ont 2 m etl“,2.) 

8. L’eau sort d’un réservoir par deux ouvertures, avec 
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des vitesses différentes. Les grandeurs des orifices sont 
dans le rapport de m à n, et les vitesses de l’écoulement 
dans le rapport de p à q. On sait de plus que la dépense 
par la première ouverture surpasse, dans un certain temps, 
celle de l’autre , de a mètres cubes £ eau. Combien d’eau 
ces deux orifices donnent-ils chacun pendant ce même 
temps? 

Appliquer les formules de ce problème au cas particu- 
lier suivant : 



m- 



>5, 



=13, p=8, qzt=. 7, a==561. 



9. Un paquebot, partant de Douvres avec un vent favo- 
rable, arrive à Calais en 2 heures. A son retour, le vent 
lui étant contraire, il fait par heure 6 milles de moins que 
pendant la première traversée. Lorsqu’il est arrivé au mi- 
lieu de sa course, le vent change et augmente sa vitesse de 
2 milles. Aussi ce paquebot rentre plus tôt à Douvres qu’il 
ny serait arrivé si le vent n’eût pas changé la seconde 
fois dans le rapport de 5 à 7. Quelle est la distance de 
Calais à Douvres et quelles sont les vitesses du paquebot 
dans la seconde traversée? (Distance, 22 milles; vites- 
ses, 5 et 7 milles.) 

10. On prend. trois ouvriers, A, B, C, pour faire un 
certain travail. En travaillant ensemble, ketmie feraient, 
en f jours; C et A en e jours; B et C en d jours. Combien^ 
faudrait-il de jours : 1° à chaque ouvrier, travaillant seul : 
2» aux trois ouvriers réunis, pour faire cet ouvrage? (.1 

faudra 4 A irpjjbf j"*". è B irpfar i ours - * c 

îdef . . T . . , 2 def 

Tf+'f-de -P™’ et 3UX tTO1S 0UVnerS réuD,S fcÇdf+ if 
jours.) 



Digitized by Google 




ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



136 

11. Un marchand a trois magasins, contenant chacun 
trois espèces de grains. Il y a dans le premier, 60 hecto- 
litres de blé, 20 de seigle et 40 d’orge; dans le second, 
50 hectolitres de blé, 50 de seigle et 15 d’orge; dans le 
troisième, 70 hectolitres de blé, 24 de seigle et 50 d’orge. 
Le marchand évalue à 1980 fr. les grains contenus dans 
le premier magasin , à 1 650 fr. ceux qui se trouvent dans 
le second, et à 2560 fr. ceux que renferme le troisième. 
Quel est le prix d’un hectolitre de chaque espèce de grains? 
(Froment, 20 fr.; seigle, 15 fr.; orge, 12 fr.) 

12. Une personne, qui partage également son bien entre 
ses enfants, le distribue de la manière suivante : Elle 
donne à l’aîné une somme a , plus la n léme partie du 
reste ; au second, une somme 2 a, plus la n iémo partie 
de ce qui reste ; au troisième, 3 a , plus la n lème partie 
de ce qui reste, et ainsi de suite. jQuelle est la valeur du 
bien de cette personne , combien a-t-elle d’enfants et quelle 
est la part de chacun d’eux? [a(n — l) 2 , valeur du bien ; 
n — 1 , nombre des enfants ; a(n — 1) , part de chacun 
d’eux.] 

13. N joueurs conviennent que celui d’entre eux qui 
perdra une partie doublera l’enjeu des autres au commen- 
cement de cette partie. Après n parties perdues successive- 
ment par chacun d'eux, ils cessent le jeu, et se retirent 
avec des sommes respectivement égales aux nombres a, , a 2 , 
a 3 ,... fl„. Déterminer leurs mises au jeu. (Ce problème se 
résout facilement au moyen d’une inconnue auxiliaire, 
qui est la somme des mises au jeu.) 

14. Trouver deux nombres dont le rapport soit le même 
que celui de m à n, et tels que leur produit ne soit pas 
changé si l’on augmente le premier de a mités et qu’on di - • 
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minue le second de b unités. (Le premier égale . et 

le second abn .) 

15. Les densités d, d’, de deux corps A, A\ et celle <5 
S une de leurs combinaisons, étant données, déterminer la 
quantité de chacun de ces corps contenue dans un poids 
donné p de cette combinaison, en admettant toutefois qu’ils 

n’éprouvent aucune réduction de volume en se combinant. 
(\ P**-*) r» yd'(d-z) \ 

\ ’ S(d-d') ’ ’ S(d~d') J 
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CHAPITRE IV. 

Nombres négatifs. 

Pour effectuer l’une des quatre premières opérations de 
l’arithmétique il faut avoir au moins deux nombres ; par 
conséquent , si l’on écrit devant un nombre isolé le signe 
d’une de ces opérations , l’assemblage de ce signe et du 
nombre n’a aucune signification. Ainsi les notations 

~\~7 ) g j X^i *8» 

n’expriment rien. Cependant Descartes a utilisé la se- 
conde , à laquelle on a donné par suite un nom particu- 
liers. On appelle nombre négatif tout nombre isolé et pré- 
cédé du signe — . Par opposition, on dit que les vrais 
nombres sont positifs, et on les fait précéder parfois, mais 
à tort, du signe -f-. 

Les nombres négatifs ne peuvent servir de me- 
sure aux grandeurs , de quelque nature qu’elles soient, 
car ils sont de purs symboles introduits dans l’algèbre 
pour généraliser les théorèmes et leurs applications. Leur 
usage n’est permis qu’à la double condition de conduire à 
un résultat quon démontrera être exact , et de simplifier 
ou de généraliser la méthode par laquelle on arrive à ce 
résultat. 

Dans toutes les applications des nombres négatifs , 
on est convenu de suivre , à l’égard de ces nombres , 
les règles de calcul qu’on a démontrées pour les termes 
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précédés du signe — dans les polynômes. Je vais ex- 
poser les conséquences de celte convention , basée sur 
l'identité des signes dont ces nombres sont précédés dans 
les deux cas. 

Introduction des ndmbres négatifs dans le calcul 
algébrique. 

Addition. 

Pour additionner deux nombres quelconques, positifs ou 
négatifs , on les écrit l’un à la suite de l’autre avec leurs 
signes. 

Ainsi 

15 + (-7)=t5— 7, 

(—*)+(— 9)=— 4— »• 

Scholie. — La première de ces égalités montre qu’on 
peut considérer toute différence 15 — 7 comme la somme 
du nombre positif 15 et du nombre négatif — 7. On 
donne à celte somme le surnom d’algébrique , pour la 
distinguer du résultat de l’addition de deux nombres or- 
dinaires. 

11 résulte de cette observation que le polynôme 

T.r-{- U, 

dans lequel l’exposant m est un nombre entier quelcon- 
que , peut représenter tout polynôme entier par rapport à 
x et de degré m, pourvu qu’on y considère les coefficients 
A, B, ...T, U, comme des nombres positifs ou négatifs. 
Par cette convention, évidemment utile puisqu’elle 
donne une formule générale des polynômes entiers, on 
exprime seulement ce fait vrai, que les signes des termes 
du polynôme sont quelconques. 
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Soustraction. 

Pour soustraire l’un de l’autre deux nombres quelcon- 
ques positifs ou négatifs , on change le signe du premier, 
puis on l’ajoute au second. 

Ainsi 

12 — (— 8)=12 + 8 , 

(_ 3)_(_ 5 )— — 3_j_5. 

Cette règle est une conséquence de celle de l’addition. 

Scholie. — Lorsqu’on propose de soustraire un nom- 
bre b d’un autre nombre a, cette opération est impossible 
si a est moindre que b. On est convenu d'indiquer cette 
impossibilité par un nombre négatif, que l’on forme en re- 
tranchant le plus petit nombre a du plus grand b , et en 
faisant précéder du signe — le résultat b — a de cette 
soustraction. 

Cette nouvelle convention , dont les conséquences sont 
très importantes, s’accorde évidemment avec celles qu’on 
a déjà faites pour l’addition et la soustraction , car le nom- 
bre négatif — ( b — a) ajouté à b reproduit a; elle a une 
grande analogie avec la règle donnée pour la réduction 
des termes semblables d’un polynôme. On s’en sert pour 
généraliser la définition de la valeur que prend un po- 
lynôme lorsqu’on remplace par des nombres quelconques 
les lettres qui le composent; en elîet , on peut dire que la 
valeur du polynôme est égale à la somme algébrique des 
valeurs de ses différents termes. Cette somme s’obtient en 
effectuant les opérations indiquées successivement sur les 
termes du polynôme. Je suppose, par exemple, qu’en ré- 
duisant en nombres les termes d’un polynôme, on ait 
trouvé le résultat suivant : 

2 — 5 + 4-9+10. 
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Pour achever le calcul de la valeur de ce polynôme , 
on dit : 2 — 5 égale — 3; — 5-{-4 égale 1; 4 — 9 
égale — 8, et — 8-4-40 égale 2. Par suite la valeur 
cherchée est 2. 

Si le polynôme se réduit à un nombre négatif, par 
exemple à — 3 , c’est qu’il n’a pas de valeur correspon- 
dante à celles qu’on a données à ses lettres. 



Multiplication. 

Le produit de deux nombres quelconques, positifs ou né- 
gatifs , est lui-même positif ou négatif selon que ses deux 
facteurs ont le même signe ou des signes différents. 

Ainsi 

16( — li)— — (16X4)* 

(-7)(-5)=7XB. 

Corollaire I. — Le produit d’un nombre pair de fac- 
teurs négatifs est positif , et celui d’un nombre impair de 
facteurs négatifs est aussi négatif. 

En effet, 1° si le produit donné est composé de 2n fac- 
teurs négatifs, on peut commencer par multiplier le pre- 
mier facteur par le second , puis le troisième par le qua- 
trième, puis le cinquième par le sixième, et ainsi de 
suite. En groupant ainsi deux à deux les 2n facteurs , 
on ramène la multiplication proposée à celle de n facteurs 
positifs : donc le produit demandé est positif. 

2’ Si le produit a 2n-4-l facteurs négatifs, le produit 
des 2n premiers est positif ; donc en le multipliant par le 
dernier facteur négatif on trouve un nombre négatif. 

Corollaire II. — Les puissances de degré pair d’un nom- 
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bre négatif sont positives , tandis que les puissances de 
degré impair sont négatives. 

Division. 

Le quotient de la division de deux nombres quelconques , 
positifs ou négatifs , est lui-même positif ou négatif selon 
que le dividende et le diviseur ont le même signe ou des si- 
gnes différents. 

Ainsi 

2 _ 2 

— a - 3’ 

— 5_ 5 

6 — 6 ' 




Celte règle est une conséquence de celle de la multipli- 
cation. 

THÉORÈME. 

Le nombre a étant supposé positif , si l’on divise par le bi- 
nôme x-{- a un polynôme entier par rapport à la lettre x, 
le reste de cette opération est égal à la valeur que prend 
ce polynôme lorsqu’on y remplace x par le nombre né- 
gatif— a. 

Soit P* le polynôme proposé : si je le divise par x-\-a, 
je trouverai pour quotient un polynôme entier par rapport 
à x , et pour reste une quantité indépendante de la lettre 
x puisque le diviseur x-\-a est du premier degré. Je dé- 
signe ce quotient par Q, , et ce reste par R ; par consé- 
quent , j’ai l’égalité évidente 

P* û)Qa: -)-R. 

Si je remplace x par le nombre négatif ( — a) dans les 
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deux membres de cette identité , je fais la même substitua 
tion dans le polynôme P x écrit deux fois : donc cette opé- 
ration , tout absurde qu’elle est , doit donner le même 
résultat dans chacun des membres de l'égalité. Comme le 
reste R n’est pas changé par cette substitution , tandis que 
l’autre terme (Æ-f-a)Q, se réduit à ( — 
c’est-à-dire à zéro , j’ai identiquement 

P a 's=R. 

Scholie. — En remarquant que 

x -f- a =x — ( — a) , 

on voit que le théorème précédent est la généralisation du 
théorème relatif à la division d’un polynôme par a; — a, 
qu’on peut maintenant énoncer de la manière suivante : 
Lorsqu’on divise par le binôme x — a , a étant un nombre 
positif ou négatif, un polynôme entier par rapport à x , le 
reste de cette division est égal à la valeur du polynôme 
dans lequel on remplace x par a. . •» 

Dès lors toutes les conséquences relatives à la divisibi- 
lité d’un polynôme entier par le binôme x — a, a étant un 
nombre positif, sont applicables au cas dans lequel a est 
négatif. 



Exposants négatifs. 

On sait que deux puissances a m , a", d’une même quan- 
tité a, ne sont divisibles l’une par l’autre que si l’exposant 
m du dividende n’est pas moindre que l’exposant n du di- 
viseur, et que le quotient est égal à a m ~ n . Wallis a 
étendu l’emploi de cette formule au cas dans lequel l’expo- 
sant du diviseur est plus grand que celui du dividende. 
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Cette convention a conduit aux exposants négatifs. En ef- 
fet , si je suppose 

n=m-\-p 

dans l’égalité 

a™ 

a» ’ 

je trouve 

a m 

— ■ — = a~p. 

a m +P 

Or, si je réduis la fraction à sa plus simple expres- 
sion, j’ai 

a m 1 

a m +p aP " 



Donc, lorsqu’on admet l’usage des exposants négatifs, il 
faut regarder le symbole a~ p comme équivalent à la frac- 
lion — . 

aP 

Cette convention est utile, car elle fait disparaître du 
calcul la notation fractionnaire et la remplace par la no- 
tation plus simple des quantités entières. Indépendam- 
ment de cet avantage, les règles démontrées pour les 
exposants ordinaires dans la multiplication, la division et 
l’élévation aux puissances, sont applicables aux exposants 
négatifs. Je n’en donnerai qu’un exemple, parce que le 
mode de vérification de ces règles est uniforme. 

Soit à multiplier ar m par a~ n , je dis que le produit est 
égal à o -m En effet : 



111 

a~ m Xa~ n — — X — = = a' 

a m a n a mr " 
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Racines. 

* Z 1 i *k f*3T . -v *• ’j ijjMv I ' jK&l ^ > T . 

THÉORÈME I. ' ‘ ! k 

Pour extraire une racine de degré impair d’un nombre 
négatif ( — 5) , on extrait la racine de même degré du 
nombre b, et on la fait précéder du signe — . 

Ainsi 

En effet , d’après la règle de la formation des puissances 
d’un nombre négatif, on a .? V 

puisque le degré delà puissance est impair. 

Scholie. — Ce théorème ramène l’extraction d’une ra- 
cine d’un nombre négatif à celle d’un nombre positif. 

THÉORÈME II. 

Un nombre négatif n’a pas de racine dont le degré soit un 
nombre pair. 

En effet, si un nombre négatif pouvait avoir une ra- 
cine de degré pair, par exemple une racine quatrième, 
il faudrait que la quatrième puissance de cette racine re- 
produisît le nombre négatif donné, ce qui est impossi- 
ble, puisque toutes les puissances de degré pair d’un 
nombre, positif ou négatif, sont positives. 

Scholie. — On énonce ce théorème d’une manière plus 
simple en disant que toute racine de degré pair d’un 
nombre négatif est imaginaire. Par opposition on appelle 
racines réelles celles qui ne sont pas imaginaires. 

10 

. J S 

■ T' ' . . * * * V ^ nP 9 
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TUÉORÈME III. 

La racine carrée d'un nombre positif ', et , en général , toute 
racine de degré pair de ce nombre, a deux valeurs éga- 
les , précédées de signes contraires. 

Ainsi 

(/Z=2 et l/Z— — 2 , 
résultats qu’on représente par la notation abrégée 

yz=±z. 

En effet, les carrés des deux nombres 2 et — 2 sont l’un 
et l’autre égaux à 4. 

De même 

l/¥ 6 —±.V, 

puisque les huitièmes puissances de 3 2 et de — 3 2 sont 
l’une et l’autre égales à 3*«. 

Usage des nombres négatifs dans la résolution 
des équations. 

I. — Equations du premier degré à une inconnue. 

Lorsqu’on admet l’usage des nombres négatifs et qu’on 
résout une équation du premier degré à une seule incon- 
nue, il n’est pas nécessaire de chercher dans quel mem- 
bre on doit transporter les termes qui contiennent l’incon- 
nue pour que les soustractions soient possibles. En effet, 
soit proposée l’équation 

a-\-bx—c-^~dx, 

qui représente une équation quelconque du premier de- 
gré , si toutefois les coefficients a, b, c, d f sont des nom- 
bres positifs ou négatifs. En résolvant celte équation dans 
l’hypothèse de b>d et c>a, j’ai trouvé (page 98) 

c — a 
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Et en supposant, au contraire, b<d , c<a, j’ai obtenu 



Je remarque d’abord que, lorsque les termes a — c, d — b , 

de la seconde formule , sont des nombres positifs , les ter- 
mes c — a, b — d, delà première, sont des nombres néga- 
tifs : donc, si j’effectue la division de c — a par b — d 
d’après la règle donnée pour les nombres négatifs, le quo- 
tient sera positif et égal à celui de la division de a — c par 
d — b. Je conclus de là qu’on peut employer la première 
formule dans les deux cas, en appliquant toutefois les rè- 
gles du calcul des nombres négatifs lorsque les termes 
de cette formule auront des valeurs numériques de ce 
genre. 

Je suppose maintenant 

et e<a. 

La soustraction est possible dans le premier membre et 
impossible dans le second; mais si je représente par un 
nombre négatif le reste Je cette dernière soustraction , je 
trouve pour x une valeur négative , donnée aussi par la 
formule 

c — a 

x ~b^d' 

Celle valeur conventionnelle de l’inconnue satisfait méca- 
niquement à l'équation proposée, lorsqu’on effectue sur 
elle les opérations indiquées sur l’inconnue dans cette 
équation. De là résulte ce théorème : Toute équation du 
premier degré qui ne contient qu’une inconnue a toujours 
une racine, positive ou négative , et tien a qu’une seule. 
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Scholie. — 1° Si je suppose 

b=zd et c> ou ■<» 
dans la formule générale 

c—a 



la valeur de x devient C -~- Dans ce cas, l’équation 

a-\-bx— c-\-dx 

se réduit à l’égalité 

a~c, 

évidemment, fausse d’après l’hypothèse. Donc la notation 
c -~Zl correspond à une impossibilité. 

2° Lorsque les coefficients de l’équation satisfont aux 
conditions suivantes : 

b—d et c—a, 



la formule de l’inconnue 



x — 



c — a 
b^d 



devient 



* = 0 » 



et indique une indétermination, car l’équation proposée 
a-\-bx=zc-{-dx 

se réduit à l’égalité 



a—c . 



qui est indépendante de l’inconnue x, et évidente par 
l’hypothèse. 

II. — Equations a deux inconnues. 



Les deux équations 



ax-\-by — c, 
a'x-\-Vy—c\ 
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peuvent représenter un système quelconque de deux 
équations du premier degré à deux inconnues, pourvu 
qu'on y regarde les nombres a, b, c, a', b\ c\ comme 
étant positifs ou négatifs. Par conséquent on pourra se ser- 
vir des expressions de x et y données par la résolution 
de ces équations générales pour déterminer les valeurs 
des inconnues de tout système d’équations semblables. 

Pour trouver ces formules générales de a; et y, je résous 
la première équation par rapport à x , et j’ai 

g— by 

OC .. ... • 

a 



Je substitue ensuite cette valeur de x dans la seconde 
équation, et j’ai la nouvelle équation 



ca'—ba'y 

a 



+ b 'y— c ', 



de laquelle je tire 



par suite 



{ab r — ba')y — ac' — ca' , 



_ac'—ea’ 

y ab' — ba' * 



La substitution de cette valeur de y dans l’équation 



a 

Ferait connaître la valeur correspondante de x; mais on 
peut éviter ce calcul en remarquant que les équations 
proposées restent les mômes lorsqu’on y remplace x par y 
et y par x, pourvu qu’en même temps on change entre 
eux les coefficients a et b de la première équation , ainsi 
que les coefficients a' et b' de la seconde. Par conséquent 
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la valeur de x peut être déduite de celle de y par des 
changements analogues. On trouve ainsi 
_ bc'—cV 
X ba'—aV ' 

ou, en changeant les signes des deux termes du second 
membre, 

cV—bc' 
x — ab'-ba!' 

valeur remarquable en ce qu’elle a le même dénomina- 
teur que celle de l’autre inconnue y. 

Comme les formules 

cb’—bc’ 
x ~aV-ba " 

_ ac’—ca' 
y * ab'—ba’ ’ 

sont fréquemment employées, on a cherché un moyen de 
les retrouver sans recommencer la résolution des équa- 
tions 

ax-\-by—c, 
a!x-\- b'y=c'. 

Pour cela, on a remarqué 1° que, si l’on range les co- 
efficients des inconnues dans l’ordre suivant : a, b, a\ b' , 
le dénominateur ab' — b a' est égal à l’excès du produit ab' 
des coefficients extrêmes sur le produit ba! des coefficients 
moyens j 2° qu’on forme le numérateur de chaque inconnue 
en remplaçant dans le dénominateur commun chacun des 
coefficients de cette inconnue par le second membre de 
l’équation correspondante. 

Soit à résoudre, au moyen des formules précédentes, le 
système des équations 



7>x — 7y=z9, 
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On fera dans ces formules : 

a— 3, b — — 7, c— 9, 

a’ = 5, b'=— 3, c' — kl, 

et Ton trouvera 

_ 9(— 3)— ' 7)41 _ —27 -j-287 260 

X 3( — 3) — ( — 7)5 9+36 “ 26 “' 10, 

_ 8X41—9X5 123—45 _ 78 _ „ 

y ~ 3(— 3) — ( — 7)5 -9-4-35 — 2tj “ 3 ‘ 

Scholie. — Les valeurs générales des inconnues a; et y 
ont été calculées dans la double hypothèse que les coef- 
ficients a et ab' — ba' n’étaient pas nuis, car on les a dé- 
duites des équations 




(al/ —ba')y=ac' — ca'. 

Or, dans les applications numériques, chacune des 
équations contient au moins une inconnue , puisque le 
système proposé en renferme deux ; par conséquent on 
peut supposer que a est le coefficient de l’une des incon- 
nues qui se trouvent dans la première équation et dont la 
valeur est un nombre autre que zéro; dès lors la première 
des hypothèses précédentes sera toujours satisfaite. Lors- 
que la seconde, qui consiste en ce que ab' — ba' n’est pas 
nul, sera vraie pour un exemple particulier, les formules 
précédentes donneront les valeurs de a; et y qui convien- 
nent à ce système d’équations. 

Lorsqu’on suppose que 

ab' — ba' =0, 

et que l’un des numérateurs, par exemple ac' — ca', n’est 
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pas nul, il en est de même de l’autre, cb ' — bc': car, si l’on 
avait 

cb' — bc 1 — O , 

on pourrait conclure des équations précédentes par & 
la seconde par a', et les soustraire , membre à membre , 
l’une de l’autre. On trouverait 



(ac' — ca')b'=0, 

et par conséquent 

ac' — ca' — 0, 

en supposant, toutefois, que le coefficient b' n’est pas 
nul. 

Donc, lorsque la valeur de l’une des inconnues x , y , 
se présente sous la forme ^ , la valeur de l’autre incon- 
nue a la même forme. Je dis qu’alors les équations propo- 
sées sont contradictoires ; en effet, leur système est équi- 
valent à celui des équations 



(i ab ' — ba')y — ac ! — ca', 

dont la dernière se réduit par l’hypothèse à l’égalité 
0 — ac' — ca! r 



qui est évidemment fausse, puisque ac' — ca' est un nom 
bre autre que zéro. 

Si l’on suppose maintenant 

ab’ — ba' = 0, 



et 



cb'-bc'— 0, 
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on sait par ce qui précède que 

aé — ca! — 0 : 

donc les deux inconnues ont à la fois la forme -jj- . Je dis 
qu’alors le système des équations est indéterminé ; en 
effet, il est équivalent à celui des équations 



(ai/ — ba')x — ac' — ca', 
dont la dernière se réduit à l’identité 

0 = 0 . 

Par conséquent le système des deux équations données 
est remplacé par la seule équation 




c’est-à-dire qu’il est indéterminé. 

En remarquant que les égalités 

ab'—ba' = 0, 
cb' — 6c' = 0 , 

peuvent être mises sous la forme suivante : 

a b c 

a! b' c' ’ 

je résume en ces termes la discussion qui précède : 1° 
Deux équations à deux inconnues sont contradictoires lors- 
que les coefficients des inconnues sont directement 'propor- 
tionnels , sans que le rapport des coefficients d’une même 
inconnue soit égal à celui des seconds membres des deux 
équations ; 2° un système de deux équations est indéter- 
miné, c’est-à-dire que l’une des équations est une con- 
séquence de l’autre, si les coefficients des inconnues et les 



Digitized by Google 



154 ' 



ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



seconds membres des équations sont directement propor- 
tionnels. 

Parmi les différentes hypothèses qui rendent incom- 
plètes les équations proposées, une seule contredit la 
seconde partie de la règle précédente , c’est celle dans 
laquelle les coefficients d’une même inconnue sont nuis. 
Je vais l’examiner en supposant b=o et b'=o. Alors les 
équations proposées deviennent 

ax —c, 
a'x = c ' , 

et n’admettent une solution commune que si l’équation de 
condition 

nef — cal— 0, 

à laquelle elles conduisent, est satisfaite. Alors la valeur de 
l’inconnue y qui a disparu des équations est indéterminée, 
tandis que l’autre inconnue a une valeur déterminée, qui 
est 

€ 

x — ~. 
a 

C’est ce résultat qui fait exception à la seconde partie de 
la règle précédente; on en trouve la cause dans ce que, 
les coefficients b et b 1 étant nuis , la condition 

ac' — ca'=z 0 

n’est plus une conséquence de l’équation 
(a</ — ca’)W= 0, 

qu’on a déduite des hypothèses 

ab’ — ba r = 0, 
cb' — bc'— 0. 

Celte exception est aussi indiquée par les formules gé- 
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nérales de x et y, qui deviennent, par suite de l’hypo- 
thèse, 

0 , ac' — eal 

Æ = ô Ct y =-ô~- 
Je remarquerai aussi que , lorsqu’on a 
c— 0 , c'~ 0 , 

les valeurs des deux inconnues sont nulles. Alors le sys- 
tème des équations n’est déterminé qu’à la condition que 
les coefficients des inconnues ne satisfassent pas à la rela- 
tion 

ab' — ba' — 0. 

III. — Équations A trois inconnues. 

Tout système particulier de trois équations à trois in- 
connues et du premier degré peut être représenté par les 
trois équations 

ax -f- by -f- cz — d, 

• a'x -j- b'y-\-&z—d\ 

a"x -\-b"y- f- c"z — d " , 

pourvu qu’on admette que les coefficients a, b , c, d, 
a', b\ c', d 1 , a", b", c\ d", sont des nombres positifs ou 
négatifs. Dès lors en résolvant ces équations générales 
on connaîtra le mode de composition des inconnues avec 
leurs coefficients. 

La première de ces équations donne 

d—by~cz ,. s 

5 (1)l 

Je remplace x par cette valeur dans la seconde équation, 
et je trouve, toutes réductions faites, 

(ab'—ba')y -f-(oc' — ca! )Z—ad! —da! (2). 
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En substituant de même la valeur de l’inconnue x dans 
la troisième équation, j’ai la nouvelle équation 

(ab"—ba" / y + (ac"—ca")z=:ad"-da" (3), 

qu’il est plus simple de déduire de la précédente, en y 
changeant a' en a", b’ en b", c' en c" et d' en d". 

Le système des trois équations données est alors rem- 
placé par celui des équations (1), (2) et (3), dont les deux 
dernières ne contiennent que les inconnues y et s. 

D’après une propriété des équations à deux inconnues, 
les valeurs y et % ont pour dénominateur la même quantité 

( ab’ — ba!') ( ac " — ca") — (ab" — ba") (ac 1 — ca'); 

et le numérateur de y se déduit de ce dénominateur en y 
remplaçant les coefficients ab’ — ba', ab ' — ba". de l’in- 
connue y, par les seconds membres, ad 1 — da’.ad" — da ", 
des deux équations, ce qui revient à changer seulement 
b en d , b' en d'. et b" en d", puisque les binômes 
ab' — ba', ad'—da et les suivants, ab'.—ba', ad' — da", 
ne diffèrent entre eux que par les lettres b et d. Je prou- 
verais pareillement qu’on obtient le numérateur de s en 
remplaçant dans le dénominateur commun chacun des 
coefficients de cette inconnue par le second membre de 
l’équation suivante. 

Je vais former maintenant le dénominateur commun 
(ab 1 — ba') (ac" —ca" ) — ( ab " — ba" ) (ac' — ca') ■ 

Pour cela, j’effectue les multiplications indiquées, et je 
supprime deux produits partiels qui sont égaux à bca'a" 
et précédés de signes contraires. Enfin je mets la quantité 
a en facteur dans les six termes qui restent, et le déno- 
minateur prend la forme suivante : 

a(ab'c" - ac'b"+ca'b"—ba'c"+bc'a"—cb'a"). 
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Si je remplace dans ce polynôme les coefficients b, b', 
b”, respectivement par les seconds membres , c, c, c ”, 
des équations données, j’aurai 

a(ad'c" — ac'd" -(- caïd"— da'c" -J- de' a" — cd'a") 

pour le numérateur de y. Par conséquent les deux termes 
de y ont un facteur commun, a ; comme il en est de môme 
pour les termes de % , j’en conclus qu’après les simplifica- 
tions le commun dénominateur dç ces deux inconnues 
est égal à 

ab'c" — ac'b"-\-ca'b" — ba'd'-\-bc'a" — cb'a". 

Voici un moyen de former ce polynôme sans avoir re- 
cours au calcul précédent : On écrit la quantité c à la 
droite du produit ab, puis on la fait avancer vers la gauche, 
jusqu’à ce qu’elle ait occupé toutes les places possibles 
dans le produit abc. On trouve ainsi les termes 

abc, acb , cab. 

En opérant de même sur la permutation ba du produit ab, 
on forme les termes suivants : 

bac , bca , cba. 

On écrit ensuite ces six monômes les uns après les autres, 
dans l’ordre de leur formation , en séparant le second du 
premier par le signe — , le troisième du second par le si- 
gne-}-, le quatrième du troisième par le signe — , et 
ainsi de suite. Enfin on donne un accent à la seconde let- 
tre de chaque terme et deux accents à la troisième. On 
retrouve ainsi le polynôme précédent. 

Si , au lieu de commencer par éliminer x entre les 
trois équations données , j’avais d’abord éliminé y , j’aurais 
obtenu deux équations entre x et s; par conséquent, 
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l’inconnue a; a le même dénominateur que z, et l’on forme 
son numérateur par le môme procédé que les deux autres 
numérateurs. De là résulte ce théorème : 1° Les valeurs 
des inconnues de trois équations du premier degré sont des 
fractions qui ont le même dénominateur, et ce dénominateur 
n’est formé qu’avec les coefficients des inconnues ; 2° le nu- 
mérateur de chaque inconnue s’obtient en remplaçant dans 
le commun dénominateur chacun des coefficients de cette 
inconnue par le second membre de l’équation correspon- 
dante. 

Ce théorème est général, c’est-à-dire qu’il est vrai 
pour un nombre quelconque m d’équations du premier 
degré contenant m inconnues, et le commun dénomi- 
nateur des valeurs de ces inconnues se forme de la même 
manière que pour un système de trois équations à trois 
inconnues. 

Scholie . — Si les seconds membres, d, d', d", des équa- 
tions du premier degré à trois inconnues , sont nuis , ces 
inconnues sont égales à zéro, et le système des trois 
équations n’est déterminé qu’autant que le commun dé- 
nominateur des formules générales d ex,y,z, n’est pas nul. 

Ce théorème résulte évidemment de la composition des 
valeurs générales dear, y etz, car chaque terme des nu- 
mérateurs de ces formules contient l’une des lettres 
d, d', d ", et devient nul par suite de l’hypothèse. Donc 
x=o, y—0, z— O, 

est la seule solution du système proposé, toutefois si le 
commun dénominateur 

ab'c" — ac'b" J- ca'b"— ba'c" -\-bc r a"—cb'a" 
n’est pas nul. 



sgle 
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Au contraire, le système des équations proposées est in- 
déterminé lorsque le commun dénominateur des incon- 
nues égale zéro. On justifie cette conséquence en remar- 
quant que , si l’on applique la méthode ordinaire d’éli- 
mination aux trois équations 

ax -}- 6y -{- et =0, 
a'x -\-b'y -j-c'js “0, 
a"x -f- b"y -j~ e"z 0 , 



on trouve que leur système est équivalent à celui des trois 
suivantes 

by+cz 

x ~ T~* 

(ac'—ca'^z 

* ab' — ba! ’ 

( ab'e » - aeW'-f- ca r b r, —ba't" + Ma!'—cVa"')z — O ; 

Or la dernière de ces équations se réduit , par suite de 

l’hypothèse, à l’identité 

■ 

0 =0 s 

donc le système , qui n’a plus que deux équations conte- 
nant les trois inconnues x, y et as, est indéterminé. On 
voit qu’il admet la solution 



ar=0, y—Of z= 0. 



Ce système d’équations fait connaître les rapports des 
inconnues x, y, z, à l’une d’entrë elles; en effet, la se- 
conde équation donne 

y ac' — ca' 

z~~ ab' - ba' ’ 



et l’on déduit ensuite de la première 

x cb ' — bc' 

z aV- ba' ‘ 
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THÉORÈME. 

Si deux systèmes d’équations du premier degré contenant 
les mêmes inconnues ne diffèrent l’un de l’autre que par 
les signes dont quelques unes de ces inconnues sont pré- 
cédées , ces quantités ont des valeurs égales et de signes 
contraires dans les deux systèmes d’équations , mais les 
autres inconnues ont les mêmes valeurs. 

Je considère, en premier lieu, deux équations à une 
seule inconnue, par exemple 

a-\-bx—c-\-dx, 
a — bx—c — dx, 

et je suppose que le nombre m soit la valeur qu’il faut 
donner à x pour satisfaire à la première équation , par 
conséquent 

a-\-bm—c-\-dm. 

Or, d’après le calcul des nombres négatifs, cette égalité 
peut être écrite de la manière suivante : 

a — — m)r=c — d{ — m), 

et, sous celte forme, elle exprime que le nombre négatif 
— m est racine de l’équation 

a — bx—e — dx. 

Donc le théorème énoncé ci-dessus est vrai pour deux 
équations à une seule inconnue. 

Par un raisonnement semblable au précédent , je prou- 
verais que, si les nombres 

x=m, y=n, 

sont les racines des équations 

ax — c, 

a'x-\-b'y—c ' , 
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les nombres 

x=m, y =— », 

satisfont pareillement aux équations 

a.r — by =e, 
a'x— b'yzzc', 

qui ne diffèrent des précédentes que par les signes dont 
les termes en y sont précédés, et ainsi de suite. 

Scholie. — Ce théorème fait connaître la solution de 
l’un des systèmes proposés lorsqu’on a trouvé celle de 
l’autre, de sorte qu’on détermine par un seul calcul les 
valeurs des inconnues des deux systèmes. 

III. — INTRODUCTION DES NOMBRES NÉGATIFS 
DANS LA RÉSOLUTION DES PROBLÈMES. 

Je vais d’abord exposer comment on peut introduire 
les nombres négatifs dans les données d’un problème 
pour généraliser les formules auxquelles il conduit, et j’en 
conclurai de quelle manière il faut les interpréter lors- 
qu’ils se présentent d’eux-raêmes, c’est-à-dire a priori, 
dans la solution d’un problème pour les valeurs des in- 
connues. 

PROBLÈME. 



1 1 1 

D T M 

Un corps qui se meut sur une ligne droite indéfinie 
DT dans le sens DM, avec une vitesse constante de v kilo- 
mètres par heure , passe actuellement au point T ; détermi- 
ner sa position M à un instant donné. 

Pour cela , je conviens de mesurer sur la droite DT 

11 
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toutes les distances à partir d’un point D situé sur celte 
droite, à la gauche de T, et de prendre pour origine du 
temps l’instant du passage du mobile au point T. Après 
un nombre d’heures égal à t , le mobile peut se trouver à la 
droite du point T, entre les deux points D et T , ou à la 
gauche de D. Je vais examiner ces trois positions dans 
l’ordre que je viens d’énoncer. 

1" Soit d la distance connue et constante des deux 
points D et T; je désigne par x la distance de la po- 
sition M du mobile à l’origine D au bout du temps t , et 
je fais remarquer que cette longueur DM est égale à DT, 
augmentée de TM, qui représente le chemin parcouru 
par le mobile pendant le temps t; or, d’après la défini- 
tion de la vitesse , j’ai 

TM —i>t ; 

donc 

x=d-\-vt. 

2° Je suppose le mobile situé entre les points D et T; 
par conséquent je le considère à une époque passée, puis- 

, ... | 1 

D M T 

qu’elle précède de t heures l’origine du temps, c’est-à- 
dire l’instant de l’arrivée du mobile au point T. J’observe 
alors que 

DM = DT— MT; 

puis , en conservant les notations précédentes , j’écris la 
nouvelle équation 

x—d — vt, 

qui ne diffère de la précédente que par le signe du terme 
vt. En lui donnant la forme suivante 



D 
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je vois qu’elle peut être remplacée par l’équation 

x=d-\-vt, 

si la lettre t représente un nombre d’heures, précédé du 
signe — , lorsque c’est un temps passé ; cette convention 
permet de n’employer qu’une formule pour les deux cas 
précédents du mouvement uniforme. 

5» Si le mobile est à la gauche du point D, je désigne 
par — t , selon la convention précédente, le temps passé 
qu’il a fallu au mobile pour aller de M en T, 

1 1 -I 

M 1) T 



et j’ai l’équation 
puisque 



x=v{ — f) — d. 

DM=MT— DT, 



Je change les signes des deux membres de cette équation, 
et elle devient 



— x=d-\-vl. 




En la comparant à l’équation 

v * \ I • } , , Xi . * • ° 

je conclus que je puis la remplacer par celte dernière, à la 
condition que la lettre x représente la distance M T, pré- 
cédée du signe — , lorsque le mobile se trouve à la gauche 
de l’origine D des distances. Par cette nouvelle conven- 
tion, la même formule 



x—d-\-vt 




convient aux trois cas que je viens de considérer. 

Dans tout ce qui précède j’ai supposé le point T situé à 
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gauche du point D, je vais examiner ce qui arriverait si 
le contraire avait lieu. 

j — 1 1 

T 1) M 

Le point M peut encore avoir trois positions différentes, 
relativement aux points T et D. Je ne considérerai que 
celle qui est indiquée dans la figure ci-dessus, parce que 
les deux autres ne présenteraient plus alors que des véri- 
fications faciles à faire. En conservant les notations précé- 
dentes et remarquant que 

DM=TM — TP, 

j’ai l’équation 

— d, 

que j’écris de la manière suivante 
x—vt - f (— d)j 

il est alors évident que cette nouvelle formule peut être 
remplacée aussi par la première 
x=vt-\-d, 

à la condition qne la lettre d représente la distance TD , 
précédée du signe — , lorsque le point T est à la gauche 
de l’origine D des distances. Celte convention est la même 
que celle que j’ai faite pour la quantité x, et cela doit être 
ainsi, puisque les quantités d et x sont l’une et l’autre des 
distances comptées à partir de la même origine. 

Par des raisonnements semblables aux précédents je 
prouverais que la formule 

x—d-\-vt 

convient encore au mouvement uniforme lorsque le corps 
se meut dans la direction opposée à celle que je viens de 
considérer, pourvu que la lettre v représente la vitesse 
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précédée du signe — , lorsque le mobile va de droite 
à gauche. Ce dernier problème a six cas particuliers 
comme le premier; on voit dès lors que par les conven- 
tions précédentes je ramène dôme formules à une seule. 
Je ferai remarquer qu’en réalité ces conventions consis- 
tent seulement à vouloir généraliser la formule 

X—d-\-vt , 

chose qu’on est libre de faire ou de ne pas faire ; tandis 
que le procédé par lequel on opère cette généralisation 
est imposé : il faut changer le signe de la quantité dans 
laquelle on remarque un changement de direction. 

Ce principe important, sur lequel Descartes a établi sa 
géométrie analytique, n’a pas de démonstration immé- 
diate : il est le résultat d’une constante et heureuse ap- 
plication. 

On voit par cet exemple combien est longue la gé- 
néralisation d’une formule ; si donc il fallait la faire pour 
chaque problème , l’étude et les applications de l’algèbre 
seraient fort difficiles. Mais heureusement il n’est besoin 
de généraliser que les problèmes fondamentaux des scien- 
* ces , lesquels sont en petit nombre. Quant à leurs consé- 
quences , elles ont la même généralité que les problèmes 
d’où elles découlent. La géométrie offre un exemple re- 
marquable de ce fait dans le théorème des projections, 
qui sert de base à la trigonométrie , à l’Homographie de 
M. Chasles, et dont on trouve de si nombreuses appli- 
cations dans la mécanique. 

Je vais examiner maintenant comment il faut interpré- 
ter les nombres négatifs lorsqu’ils se présentent comme 
étant les valeurs des inconnues d’un problème. 

I.— Lorsque la mise en équation d’un problème n’exige 
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aucune hypothèse sur les grandeurs et les positions rela- 
tives des données et des inconnues, toute valeur négative 
trouvée pour l’une des inconnues indique une impossibi- 
lité, car les équations de ce problème n’expriment alors 
que les conditions qui sont comprises dans l’énoncé , et 
l’on voit qu’elles sont incompatibles avec un système 
quelconque de valeurs positives des inconnues. En géné- 
ral, on devrait reconnaître à priori cette impossibilité, par 
un examen approfondi de l’énoncé du problème. 

Exemple I. — Quel nombre faut-il ajouter à 42 et à i î>, 
pour que la première somme soit le quadruple de la se- 
conde ? 

Soit x le nombre inconnu : le problème proposé a pour 
équation 

42+a? 

15+ar ’ 

qui n’admet que la solution x — — 6. Donc ce problème 

est impossible; on s’en aperçoit immédiatement en re- 

4 5 * * • 

marquant que le rapport — des deux nombres donnés est 
moindre que 4 , et qu’on le diminue en ajoutant un même 
nombre à ses deux termes. 

Exemple II. — Former la longueur du mètre en plaçant 
en contact et sur une ligne droite 40 pièces de 5 francs et de 
2 francs, sachant que le diamètre des premières pièces est 
égal à 0”',037, et celui des secondes égal à 0'",027. 

Soient x le nombre des pièces de 5 fr. et y celui des 
pièces de 2 fr. : le problème proposé a pour équations 

37*-}-27y — 1000. 

En les résolvant, on trouve 

x= — 8, y=û8. 
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L’impossibilité du problème est évidente : car 40 pièces 
de la plus petite monnaie, c’est-à-dire 40 pièces de 2 fr., 
forment , en les prenant seules , une longueur égale à 
0,027X40? ou à i m ,08, c’est-à-dire une longueur plus 
grande que le mètre. 

II. — Si, pour écrire les équations d’un problème et à 
cause de sa généralité , l’on est obligé de faire une hypo- 
thèse sur les grandeurs ou sur les positions relatives des 
données et des inconnues, et qu’on trouve pour plusieurs 
de ces inconnues des nombres négatifs, il ne s’ensuit 
pas que le problème soit impossible , car il peut arriver 
que l’hypothèse qu’on a faite soit fausse. Ce cas se pré- 
sente toutes les fois qu’on peut faire une seconde hypo- 
thèse, conduisant à des équations qui ne diffèrent des 
équations relatives à la première que par les signes des 
termes dans lesquels se trouvent les inconnues négatives. 
En voici un exemple : 

PROBLÈME. 



ÀB R' C K 

Deux voyageurs partent au même instant de deux villes 
A et B situées sur la même route et distantes l’une de 
l’autre de 20 kilomètres ; ils marchent dons la même di- 
rection AB , le premier avec une vitesse de 7 kilomètres 
par heure , et le second avec une vitesse de 5 kilomètres. 

. On demande de trouver l’endroit de la route où ils doi- 
vent se rencontrer? 

Je compte le temps à partir de l’instant où les voya- 
geurs quittent les villes À et B, et je rapporte les distan- 
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ces à un même point C, pris pour origine et situé sur 
la route à 80 kilomètres de A, dans la direction AB. 
Comme j’ignore si les voyageurs se rencontreront à la 
droite ou à la gauche de C , je suis obligé de faire une 
hypothèse pour écrire l’équation du problème. Je suppose 
que la rencontre ait lieu à la droite du point C , et à la 
distance CR de cette origine ; je désigne par x cette di- 
stance inconnue, et je fais remarquer 1° que le premier 
voyageur emploie — heures pour aller de A à C ; 

2“ que le second parcourt la distance BC dans un nombre 
d’heures égal à — ; 5“ que les distances AC et BC 
doivent être parcourues dans le même temps, puisque les 
deux voyageurs partent au même instant des villes A et 
B : donc l’équation du problème est 
80 4- x 60 -f x 
7 5 " 

En la résolvant, je trouve 

x=— 10. 

Pour savoir si l’hypothèse que j’ai faite sur la position 
du point de rencontre est fausse , j’examine l’hypothèse 
contraire , c’est-à-dire que je suppose que cette rencon- 
tre ait lieu en un point R' situé à la gauche de l’origine C ; 
je désigne encore la distance inconnue CR' par æ, et je 
trouve 

80 — x _ 60 — x 
7 l 

pour l’équation correspondante à celte nouvelle hypothè- . 
se. Or cette équation ne diffère de la précédente que par 
les signes des termes qui contiennent l’inconnue x : donc 
elle a pour racine 

x=10. 
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Par conséquent les deux voyageurs se rencontreront avant 
d’arriver au point C, et à 10 kilomètres de ce point. 

Scholie. — La double hypothèse que j’ai faite dans le 
problème provient de ce que l’inconnue représente une 
grandeur rapportée à une origine fixe et susceptible de 
s’étendre dans deux sens contraires, de part et d’autre de 
celte origine. 

Ordinairement, on n’écrit pas les équations qui corres- 
pondent à la seconde hypothèse ; on cherche seulement 
à reconnaître 1° si l’inconnue dont la valeur est un nombre 
négatif peut avoir, par rapport à son origine, une direc- 
tion qui soit l’inverse de celle qu’on lui a d’abord suppo- 
sée, 2' 1 si ce changement de direction n’entraîne dans les 
équations que le changement du signe de chacun des ter- 
mes qui renferment l’inconnue négative. L’habitude per- 
met de faire instantanément ces deux observations. La 
seconde est aussi indispensable que la première ; si on la 
négligeait, on pourrait être induit en erreur. 

PROBLÈME. 

Pour entrer dans un musée on paie deux droits : l’un, fixe 
et égal à 2 fr., est pour les pauvres de la ville ; l’au- 
tre, proportionnel au nombre d’heures qu’on y reste, est 
employé à des acquisitions nouvelles , il est évalué à la 
somme de 0 fr 50 par heure. 60 personnes sont entrées 
ensemble dans ce musée un certain jour, à midi, et en 
sont sorties à la même heure. Quelle était cette heure, 
sachant que la recette ne s’est élevée qu’à 50 fr.? 

Soit x le nombre des heures écoulées depuis midi jus- 
qu’à l’instant de la sortie : la recette étant égale d’uno 
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part à 30 fr. et de l’autre à (2-j-0,50Xa:) 60, le problème 
i pour équation 

(2-j-0,&ÜX^)t>0=30. 

J’en déduis 

30— 120 
X ~ 30 

11 est évident qu’on ne rend pas ce problème possible 
en supposant que les 60 personnes soient entrées au Musée 
trois heures avant midi plutôt que trois heures après , et 
l’on voit sans difficulté que l’équation du problème reste la 
même en supposant que l’ entrée soit antérieure ou pos- 
térieure à midi. L’impossibilité du problème consiste 
dans ce que la recette de 30 fr. est moindre que le droit 
fixe payé par les 60 personnes ; ce qui est absurde. 

Je terminerai cet examen de l’application des nombres 
négatifs sur la résolution des problèmes par le problème 
suivant, qui renferme tous les cas particuliers possibles. 



PROBLÈME. 



R" A RA' R' 

Deux mobiles, dont les vitesses sontv et v' kilomètres par 
heure , parcourent d’un mouvement uniforme une même 
droite et passent actuellement , le premier au point A et 
le second au point À'. On demande de déterminer le lieu 
de leur rencontre, ensupposant la distance AA' égale à d. 

Je prends le point A pour l’origine des distances, et je 
compte les distances positives dans le sens AA' ; il en ré- 
sulte que le nombre d est positif. Soient x la distance du 
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premier mobile au point A au bout d’un nombre d’heures 
égal à t, et x' celle du second mobile à la même origine 
après t heures : les équations du problème sont évidem- 
ment, d’après la formule du mouvement uniforme , 

x —vt. 



et 


x — x' . 


J’en conclus 


uf =d-j-e'l 


et 


d 




t= ,, 




v — V 


puis 


J x , dv 




v - v' 



Pour faire la discussion de ces formules, je suppose v 
positif, c’est-à-dire que le premier mobile se meut dans 
le sens AA'. Quant à la vitesse V du second mobile, elle 
peut être négative ou positive. 

1° Si v' est un nombre négatif, v — v' est une somme 
positive plus grande que v. Dès lors les deux inconnues t 
et x sont positives , et la seconde est plus petite que d. 
Donc les mobiles se rencontreront en un point R situé entre 
leurs positions actuelles A et A', ce qui est évidemment 
vrai. Si je suppose en outre les vitesses égales, c’est-à- 
dire si 



je trouve 



Æ = - 



résultat facile à prévoir. 
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2° Soit v ' un nombre positif: cette hypothèse se décom- 
pose en trois autres 

V* <C.V, *>'>(', V— V. 

Je suppose d’abord v <t> : les inconnues t et x sont alors 
positives, et# est plus grand que d, c’est-à-dire que la ren- 
contre aura lieu à la droitedes points A et A'; ce qui doit être. 

Dans le cas de t/<v, les inconnues t et x sont l’une et 
l’autre négatives, c’est-à-dire que les mobiles se sont ren- 
contrés en un point R" situé à la gauche de l’origine des 
distances, avant le passage du second mobile au point A. 

Enfin , lorsque v' égale v, les valeurs de t et x pren- 
nent la forme et le problème est réellement impossi- 
ble, car les deux mobiles ont la même vitesse, et sont sé- 
parés à chaque instant par la distance d : donc ils ne peu- 
vent se rencontrer. 

Si à l’hypothèse v'—v je joins la condition d= 0, les 
deux inconnues deviennent de la forme et le problème 
est indéterminé, car les deux mobiles se trouvent au 
point A au même instant et ont la même vitesse : donc 
ils s’accompagnent constamment, et tous les points de la 
ligne qu’ils parcourent sont autant de lieux où ils se ren- 
contrent. 



Exercices. 



1. Vérifier l’égalité 



) s 

A# 






»T -J- 3o 

2. Résoudre les équations 

— bx - r ay — es — c 3 , 
ex — b y — az = 6 2 , 
b z — cy — axxxa 3 , 

(x=- a , y— —b, s — -c). 
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3. Deux personnes ont l’une 20 ans et l’autre 34 : à 
quelle époque de leur existence l’âge de la seconde a-t-il 
été ou sera-t-il le double de celui de la première? (Il y a 
6 ans.) 

4. Trouver un polynôme du troisième degré, à une 
seule inconnue, qui soit nul lorsqu’on y suppose successi- 
vement * 

x—a, x=b, x =ze, 
et qui égale l’unité dans l’hypothèse suivante 

X—d. 

5° Trouver un polynôme du troisième degré , à une 
seule inconnue, et qui devienne 1° égal à m pour x = a, 
2° égal à n pour x=zb, 3° égal à p pour æ=c. 
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CHAPITRE V. 

Résolution des équations du second degré. 

I. — ÉQUATIONS A UNE SEULE INCONNUE 

Une équation à une seule inconnue étant donnée, si elle 
contient des radicaux, et que ses termes soient fraction- 
naires, je commence par faire disparaître ces radicaux, 
je réduis ensuite tous les termes au même dénominateur, 
et je supprime ce dénominateur. Ces transformations 
étant effectuées, je rassemble dans un membre de l’équa- 
tion tous ses termes, qui sont alors rationnels et entiers; 
de sorte que , si cette équation est du second degré , elle 
a la forme suivante 

ÛX^-^bx-^-CrxzO , 

a, b, c, étant des nombres quelconques positifs ou néga- 
tifs. Je supposerai désormais que le coefficient a soit un 
nombre positif, condition à laquelle il est toujours possi- 
ble de satisfaire : car, si ce coefficient était négatif, il suf- 
firait de changer les signes des termes de l’équation pour 
le rendre positif. 

La résolution de l’équation précédente dépend d’un 
théorème que je vais d’abord démontrer. 

THÉORÈME. 

L’équation 

A J =B 2 , 
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dont les deux membres sont des carrés , est équivalente 
au système des deux équations 

A = ±B, 

qu’on forme en égalant la racine carrée de son premier 
membre à celle du second, précédée des signes -j -et — . 

En effet, si je transporte le terme B 2 de l’équation pro- 
posée dans le premier membre, elle devient 
A 2 — B 2 — 0 , 

et peut alors être mise sous la forme suivante : 
(A-è)(A+B)=0. 

Or le produit (A — B) (A-}- B) ne peut être nul que si l’un 
de ses facteurs égale zéro : donc l’équation proposée n’a 
pour racines que les nombres qui , substitués à x dans 
A — B et A-j-B, réduisent à zéro ces polynômes, c’est- 
à-dire qu’elle est équivalente au système des deux équa- 
tions 

A — B~0, A-}-B=0, 

qui ne sont autres que la double équation 

A =±13. 

Scholie. — Lorsque l’équation proposée est du 2n ,ème 
degré, au moyen de ce théorème on ramène sa résolution 
à celle de deux équations du n ,eme degré. 

Je vais appliquer ce procédé à la résolution de l’équation 
aa: 2 -j-&r-j-c=:0 

Si le polynôme ax 2 -\-bx-\-c est un carré, ce qui exige 
que les coefficients a , b , c, soient liés par la relation 

b" 1 — Une, 

c’est-à-dire que 
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je peux extraire la racine carrée de chacun des membres 

de l’équation , et appliquer le théorème précédent. 

Mais il arrive le plus souvent que le polynôme 

ax‘-\-bx-\-c ne satisfait pas à la condition £r=4ac; 

alors je transporte la quantité c dans le second membre de 

b- 

l’équation .j’ajoute ensuite — aux deux membres, et j’ai 
la nouvelle équation 

“’+**+ J a=Ta~ C ' 

dont le premier membre est le carré du binôme 

7 ^- 



Quant au second membre, que je puis mettre sous la forme 

b 2 — bac 



il est indépendant de l’inconnue, et se réduit à un nombre 
positif ou négatif, selon que le nombre b 2 — 4ac est lui- 
même positif ou négatif. Je suppose 1° que le nombre 
b ‘ — 4 ac soit positif, et j’applique à l’équation précédente le 
théorème que je viens de démontrer. Je trouve ainsi la 
double équation du premier degré 



x\/ a-f- 



b 

2|/ a 



b 2 — bac 

2|/â ’ 



et j’en déduis successivement 

— b’iz b 1 — bac 



x{/ a- 



puis, 



x = ■ 



— b rfc 1/ b* — Uac 
2a 
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Donc l’équation 

ax l -\-bx-\-c=Q 

a deux racines réelles et inégales lorsque b 2 — 4 ac est 
un nombre positif. 

2° Si le nombre b 2 — 4 ac est négatif, sa racine carrée 
est imaginaire, ce qui montre que l’équation proposée est 
impossible. On reconnaît, en effet, cette impossibilité sur 
la transformée 



' ' U a, u a ’ 



car le premier membre , qui est un carré parfait, ne peut 
égaler un nombre négatif. Cependant on convient de dire 
que l’équation 

ax' t -\-bx-\-cz=(j 

a encore deux racines, représentées par la formule 

b± \/ b- -Uac 
2 a * 



et ces racines sont imaginaires , puisqu’elles renferment 
le radical imaginaire V" b 2 —uae. Cette convention intro- 
duit dans le calcul le nouveau symbole «étant un 

nombre quelconque positif ou négatif. Pour n’avoir à con- 
sidérer qu’un seul symbole de ce genre, on est convenu 
de faire sortir le nombre n 2 du radical, et de regarder les 
deux notations l /— n 5 , n comme équivalentes. 

C’est un Bolonais, nommé Bombelli, qui le premier a in- 
troduit dans l’algèbre le signe dont l’emploi a fait 

faire de si grands progrès aux sciences mathématiques. 

Scholie. — La formule 



~ b±.l/b 2 — bac 

2Ô ' 



12 
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est applicable au cas dans lequel 



elle se réduit alors à 



b 2 — bac, 



x — 



b 

2 a’ 



de sorte que l’inconnue x n’a plus qu’une valeur. Néan- 
moins on dit que l’équation proposée a encore deux ra- 
cines, mais qu’elles sont égales. Il résulte de toutes ces 
conventions qu’une équation du second degré qui ne 
contient qu’une inconnue a deux racines réelles ou imagi- 
naires. 

Exemple 1 . — Quelles sont les racines de l’équation 



2æ j — 5a:+3=:0? 



L’application de la formule générale 



x = 



— b± 1/ b 1 — bac 
_ 



à cet exemple particulier donne 

5±: 1/25—6.2.3 

X— 

2.2 | 

c’est-à-dire 

3 

x—- et x=l. 
2 



Exemple IL — Résoudre l’équation 
x 1 — 2a?-|-5 = 0. 

On trouve 

x=i ± 2 1/ — 1 ■ 

Lorsqu’on ne se propose que de reconnaître si les raci- 
nes d’une équation du second degré sont imaginaires ou 
réelles, égales ou inégales, positives ou négatives, il 
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n’est pas nécessaire de résoudre l’équation. En effet, il 
suffit de former le nombre b 2 — Aac: 1“ s’il est négatif, les 
deux racines de l'équation sont imaginaires y 2" si b 2 — Aac 
se réduit à zéro , les racines sont réelles et égales , et leur 
valeur est positive ou négative selon que le coefficient b 
représente un nombre négatif ou positif : c’est ce que 
montre la formule 

b * 

~ ïïô’ 

puisque a est par hypothèse un nombre positif; 5° si 
b 2 — Aac est un nombre positif, les deux racines sont réel- 
les et inégales, commue prouvent les formules 

— b \Z" b‘ — Uac 

x <~ , 

'la 

— b— 1/ b 1 — Uac 

x " — • 

'la 

.Mais, pour reconnaître leurs signes, je distingue deux cas : 
le nombre c peut être positif ou négatif. S’il est positif, le 
produit Aac l’est aussi ; par suite 1/ — Uac est un nombre 
moindre que b, et les numérateurs de x’ et x" ont le même 
signe que — b, c’est-à-dire que, c étant positif, les deux 
racines de réquation sont à la fois positives ou négatives 
selon que le coefficient b est un nombre négatif ou positif. 

Au contraire si le nombre c est négatif, le produit Aac 
l’est pareillement, de sorte que b 2 — Aac est en réalité une 
somme dont la racine carrée est plus grande que b. Par 
suite, les numérateurs de x' et x" ont le même signe que 
le radical qu’ils contiennent, c’est-à-dire que, c étant né- 
gatif, les deux racines de l’équation du second degré sont 
l’une positive et l’autre négative. 
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D’après cette discussion, on peut voir : 1° que les ra- 
cines de l’équation 

x 2 — 3x-J-3 — 0 

sont imaginaires ; 

2° Que les racines de l’équation 
æ 5 — Gx+ 9 = 0 

sont égales et positives ; 

5 n Que les racines de l’équation 

îx 3 — Zx — 1 = 0 

sont réelles, inégales, et ont des signes différents. 

Je vais examiner maintenant leS hypothèses particuliè- 
res qui rendent incomplète l’équation 
ax 3 -j- bx -J- c — 0 . 

Je suppose l°c=o; par suite les formules des racines 
deviennent 

x '~ 2 a ’ 

x" — • 

2a 

Si b est positif, la première racine se réduit à zéro et la 
seconde à — C’est le contraire lorsque b est négatif. 
On arrive aux mêmes conséquences par la résolution di- 
recte de l’équation 

ax 3 -{-bx= 0, 

qui se décompose dans les deux suivantes : 

ar=0, 

ax-\-b=0, 

puisque le binôme ax 2 -\-bx est le produit de ax-\~b 
par x. 
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2° Je suppose b—o , et les valeurs générales de l’in- 
connue prennent la forme 

|/ — uae 

x=dti ; — » 

2a 

ou 




C’est ce qu’on trouve par la résolution directe de l’équa- 
tion 

aa: J -j-c=C. 

On voit que les racines sont imaginaires si le nombre c 
est positif ; qu’elles sont égales à zéro lorsque c est nul j 
enfin qu’elles sont réelles et égales , mais précédées de 
signes différents, si toutefois c est négatif. 

3° Soit a—o. Les valeurs générales des inconnues 
deviennent 

o * 
x o 

Si le nombre b est positif, la première racine a la forme 
jj , tandis que la seconde devient — ~ . C’est le contraire 
lorsque b est négatif. Je vais montrer que l’indétermina- 
tion de l’une des racines n’est qu’apparente ; quant à l’au- 
tre , il est évident qu’elle n’existe pas , puisque l’équa- 
tion proposée est réduite au premier degré par suite 
de l’hypothèse 

a=0. 

Je suppose b positif et je considère la racine ' 

( — 6+l/V — bac 
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qui se réduit à ^ lorsque a est nul ; je multiplie ensuite par 
aac les deux, termes de la fraction 

- b+l/V — bac 

* 

l'a 

et je trouve 

( — 6 -fl/ 6- — bac) (b-\-[/ b * — bac) — bac 

2<«(6-|-l/6 ï — bac) 2o(6-f-|/ b‘ — Uac ) 

Je vois alors que les deux termes de la valeur de x ont 
un facteur commun qui devient nul par suite de l’hy- 
pothèse ; je supprime ce diviseur et je remplace a par 
zéro dans le résultat 

— 2 c 

b- J-l/ - b 1 — bac' 



ce qui donne 



—2c 



c 

b' 



6+l/V 

i 7 - 

comme on le trouverait par la résolution directe de l’é- 
quation 

6x-f-e=0. 

4° Si je suppose à la fois 



«=o, 6=0, 



les deux racines ont l’une et l’autre la forme — , ce qui est 
évident puisque l’équation est réduite à l’égalité absurde 

c=u. 



Les deux racines d’une équation quelconque du second 
degré, à une seule inconnue, ont des relations remarqua- 
bles avec les coefficients de cette équation. Je vais les 
faire connaître. 
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Soient x' etx" les racines de l'équation 



je dis que 



ax 2 -\-bx-\-c= 0, 

1 ° /+*"— ~ l> 



2° x’x"=-. 

a 

En effet, j’ai trouvé précédemment que 

— b+i/v-kac 

• x— 

2 a 



et 

— 6 — 1/6 2 — hac . 

*= §3 > 



j'ajoute ces équations , puis je les multiplie membre à 
membre, et j’obtiens : 



1 * 






—26 

2a 




2 * 



rtx"— 



b 2 — (6* — Uac) hac c 

üô* 6a 2 <* 



Scholie. — Je déduis des équations précédentes 
6= — a(/4-/')> 

cxxax'x", 

v et je substitue ces valeurs de b et c dans l’équation 
ax 2 -\- bx-^-cxxO, 

qui devient 

x 2 -(x , +x")x+x’x"=i 0, 

après que tous ses termes ont été divisés par leur facteur 
commun a. 

Celte dernière équation conduit à deux conséquences 



Digitized by Google 




184 ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



importantes : 1° Je fais remarquer que le polynôme 

x 2 — ( a 1 4 - x"') x -f- x! x" 

est le produit des deux binômes x — x', x — x " ; j’en con- 
clus que le premier membre de l’équation 

1 a 1 a 

et, par suite, tout trinôme de la forme 
x’-j-maj-j-n, 

est le produit de deux facteurs du premier degré par rap- 
port à x , qu’on forme en retranchant successivement de x 
chacune des racines x', x", du trinôme. 

2° L’équation 

x 2 — ( x?-\-x *') x -f- x , x”=. 0 

montre que, pour former une équation du second degré 
dont les deux racines sont connues, il faut , en dé- 
signant l’inconnue para:, prendre 1° l’unité pour le coeffi- 
cient de x 2 ; 2° la somme algébrique des racines pour le 
coefficient de x, après en avoir changé le signe, et 3° le pro- 
duit des racines pour le dernier terme de l'équation. 

Lorsqu’une équation à une seule inconnue est de la 
forme suivante 

aafi m -J- bx m -f c — 0, 

on peut la résoudre comme une équation du second de- 
gré, parce que x im est le carré de x m . On considère alors 
x m comme l’inconnue, et l’on obtient 

— ft ±: [/ b 2 —hac 

x m ^zz. ■ ■ . 

2a 

On en déduit ensuite 



m 




— b ± \S b 2 — bac 
2 a 



Digiiized by Google 



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 



185 



Si l’on suppose 






J 



l’équation devient du 4‘ degré, et on l’appelle bi-carrée , 
parce qu’elle ne contient que le carré de l’inconnue, et 
le carré de ce carré. Ainsi l’équation bi-carrée 

a pour racines 



r-±.\/ - b±ybi 

v ta 



— har. 



Cette formule montre que ces racines sont au nombre de 
quatre, car on peut assembler chacun des signes du radi- 
cal |/V— uae avec les deux signes de l’autre radical. 

Si les deux valeurs de x 2 sont positives, les quatre ra- 
cines de l’équation bi-carrée sont réelles, égales deux à 
deux, mais l’une est positive et l’autre négative. — Lors- 
que l’une des valeurs de x 2 est positive et l’autre néga- 
tive, l’équation bi-carrée a deux racines reelles et égales , 
l’une est positive et l’autre négative ; les deux autres ra- 
cines sont imaginaires. — Enfin, si les deux valeurs de 
x 2 sont négatives ou imaginaires, l’équation bi-carrée a 
toutes ses racines imaginaires. L’examen de la nature des 
racines de l’équation bi-carrée se trouve ramené dès lors 
à reconnaître 1° si les racines d’une équation du second 
degré sont toutes deux positives; 2° si l’une est posi- 
tive et l’autre négative ; 3° si ces racines sont à la fois 
négatives ou imaginaires. Çes résultats sont compris dans 
la discussion qu’on a faite sur les racines de l’équation du 
second degré. 

Scholie. — La résolution de l’équation bi-carrée conduit 
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à l’extraction de la racine carrée d’une quantité irration- 
nelle de la forme 

Art J/B. 

Il importe de savoir dans quel cas une telle quantité est 
le carré d’une autre quantité irrationnelle de même forme, 
afin d’en faciliter la réduction en nombres. 

Pour cela , je fais remarquer que , si l’on a 

V A-j-l/B==J/r-f-l/ÿ, 
et 

J / A-J/B=J/i-l/ÿ, 

x et y étant deux nombres inconnus , mais rationnels , il 
en résulte que 

= A-f-J/B-j-J/ A-J/B, 
et 

2|/ÿ=KÂ+J/B-^ A-J/B. 

J’élève alors au carré les deux membres de ces équations, 
et je trouve 

luc= 2 A+ 2 I/À 2 — B , 

4y=2A— 2 J/A 2 — b; 

donc 

•= 2 ’ 

et 

„ A — J/ A 2 — B 

' ï — • 

Ces formules montrent que les nombres ai et y ne sont ra- 
tionnels que si la quantité A 2 — Best un carré parfait. 
Soit donc 

A 2 — B=C J , 
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j’en conclus que 

1/^4 1 /^- 



et 






Ces formules offrent cet avantage que leurs radicaux 
sont séparés, ce qui rend leur réduction en nombres plus 
facile . 

Exemple. — L’équation 

Æ 4_6x 5 + 1 = 0 



a pour racines les nombres donnés par la formule 
x = ±V / ' 3±2t/2. 

Afm de voir si ces racines sont susceptibles de la simplifi- 
cation précédente, je forme la quantité A 2 — B. Pour cela, 



je pose 

et j’en conclus 



A = 3, B=8, 

A 2 — B=9 — 8=1. 



Donc la transformation précédente est applicable, etjai 
C = 1 ; par conséquent , 

x=±(l/I=tl)- 



III . -ÉQUATIONS A PLUSIEURS INCONNUES. 
I. — Équations ïi deux inconnues. 



Soit proposé de résoudre le système des deux équa- 



tions 



ax 2 -{-bxij -{-cy^-^dx-^-ey -\-f — 0, (1) 

mx-\-ny—p, (2) 
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qui sont les plus générales du second degré et du pre- 
mier. 

Je prends la valeur de l’une des inconnues , de y par 
exemple, dans l’équation dù premier degré; je la substi- 
tue dans l’autre , et je dis que le système des équations 
données est équivalent à celui des équations 



dont la dernière est du second degré, mais ne contient 
qu’une inconnue. 

En effet, i“ si les nombres 

x—i, y=5, 



satisfont aux équations données , je remarque qu’il suffit 
de démontrer |qu’ils satisfont aussi à l’équation (4) du 
second système, puisque l’équation (3) /ait partie du 
premier. 

Cela posé , comme les nombres 2 et 5 satisfont à l’é- 
quation 



j’ai l’identité 



v — mx 



5 _P— «»X2; 

n 



n 

par conséquent, la substitution des nombres 2 et 5 à x et 
y dans les termes 



bxy, cy % ey, 

de l’équation (1), donne les mêmes résultats que lasubsti- 

u ci i „ j * 



bxy, cy *, ey 

uv a v^ijuuuuu y, uonne les mêmes rés un 
tution du nombre 2 à x dans les termes 

•(*=*)•. •{*=?)• 



bx[ 
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de l’équation (4). Or ces deux équations ont les autres 
termes identiques : donc , si les nombres 
*= 2 , y— h, 

sont des racines de l’équation (1), le nombre 

x~ 2 

satisfait aussi à l’équation (4). 

Je prouverais par un raisonnement analogue que , ré- 
ciproquement , les racines du second système satisfont aux 
équations du premier: Donc les deux groupes d’équations 
sont équivalents. Pour trouver leurs racines communes, 
je résout l’équation (4) , qui ne contient que x , et je 
substitue dans l’équation (3) chacune des valeurs de 
cette inconnue , ce qui fait connaître la valeur correspon- 
dante de y. Je conclus de là que le système des équa- 
tions données n’a pas plus de deux solutions , puisque je 
n’obtiens qu’une valeur de y pour chaque valeur de x. 

Scholie. — Dans le cas particulier où les équations don- 
nées sont 

xy—b, 

on peut calculer les inconnues en les considérant comme 
les racines d’une seule équation du second degré. Cette 
équation , dont je désigne l’inconnue par % , n’est autre 
que la suivante 

z 1 — as-f-6 = 0. 

Donc les valeurs des inconnues des deux équations don- 
nées sont 

a-j- |/a J -Ub 

Æ = 2 ’ 

a — J/ a 2 — Ub 

y= g 
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On doit toujours suivre cette méthode pour déterminer 
deux nombres dont la somme et le produit sont donnés. 
C’est à ce problème qu’on ramène souvent la résolution 
d’un système de deux équations à deux inconnues. En 
voici des exemples : 

I. — Résoudre les équations 

x î -\-y i =a, 

x + </ =6. 

J’élève au carré les deux membres de la seconde , et j’ai 

x 7 +y 2 -\-îxy = b î . 

Je retranche ensuite membre à membre cette dernière 
équation et la première , ce qui donne 

2 xy—b 2 — a ; 

j’en conclus que le système des deux équations données 
peut être remplacé par le suivant : 

x+y=b, 

ft 2 — a 

xy— —r~ ’ 

qui fait connaître la somme et le produit des deux incon- 
nues. J’achèverais la résolution de ces équations par la 
méthode précédente. 

II. — Résoudre les équations 

x—y=a. 
xy = b. 

Je vais encore calculer la somme x-{-y des deux incon- 
nues. Pour cela, je fais remarquer que 

O + y ) 2 = (* — y? +k*y, 
et j’en conclus que 

x-^-yz=[/ a 2 -(-iè. 
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Alors je puis remplacer le système des équations don- 
nées 1° par les équations 

x -f- y =J/a s + li b , 
xy=b-, 

2° par les équations 

x -f- y — [/a. 1 a b , 
x - y — a. 

Mais le dernier système doit être préféré , parce qu’on sait 
calculer immédiatement deux nombres dont la somme et 
la différence sont données. 

On peut résoudre de la même manière les systèmes 
d’équations suivants : 



1. 


x 2 — y 2 = a, 
x±y = b\ 


2. 


xy=b-, 


3. 


x 2 +xy-\-y 2 =a, 
x±y — b. 


û. 


x n -\-y n —a , 
xy—b\ 


5. 


x * — y 3 =a, 

x—y — b. 



III. — Soit proposé de résoudre les deux équations du 
second degré à deux inconnues 

ax 2 -{-bxy-\-cy 2 -\-dx-\-ey-\-f=0 , 
a'x 2 - f- b’xy -}- c'y 2 -}- d'x-\- e'y-f- f = 0. 

Je vais ramener cette question au cas précédent, en rempla- 
çant l’une de ces équations par une autre qui ne contienne 
pas le carré de y. Pour la former, je multiplie la première 
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des équations données par c' et la seconde par c, puis je 
retranche membre à membre ces deux équations; le 
terme cc'y 2 disparait du résultat, qui est de la forme 
A x 2 -j- Bary -f - D r + Ey + F = 0 . 

Je résous alors cette équation par rapport à y, et j’ai 

Aa; 2 -)- Dx4-F 
V ~ Baf-j-E 

Je substitue ensuite cette valeur de y dans la première 
des équations données, et je trouve une équation du 4* 
degré 

M.^+N^+Paé’+Qx-fR^O, 

qui forme avec la précédente un système équivalent à ce- 
lui des équations proposées. 

Pour achever la solution du problème, il faut résoudre 
l’équation du 4' degré qui ne contient que l’inconnue x, 
et substituer chacune des valeurs de x dans l’autre équa- 
tion, afin d’en déduire les valeurs correspondantes de l’au- 
tre inconnue y. 11 ne sera possible de trouver les valeurs 
de a: et y au moyen des méthodes précédemment expo- 
sées que 1° si l’équation du quatrième degré est bi carrée, 
c’est-à-dire si l’on a 



N=0, Q = 0 ; 



2° si cette équation se réduit au second degré , ce qui a 
lieu dans les cas particuliers suivants : 



ou 

ou bien 



M = 0, - N = 0; 
M=:0, R=0; 



Q = 0, R=0. 

Scholie. — Dans les exemples particuliers on arrive 
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quelquefois à éviter l’équation du quatrième degré en 
cherchant immédiatement, non plus les valeurs des in- 
connues, mais leur somme et leur différence. 

Exemple I. — Soit à résoudre les équations 

x 2 -\-y 1 = a, 
xy=b. 

Je multiplie la seconde par 2 et je l’ajoute membre à 
membre à la première : je trouve ainsi 
X 1 + îxy +y 2 = a -f- 2 6 ; 

• d’où je tire 

x-j-y=.dzl^ a-j-'2b • 

Je pourrais maintenant former une équation du second 
degré qui aurait pour racines les inconnues x et y, mais 
il est plus simple de calculer leur différence comme j’ai 
calculé leur somme. En effet, je trouve 

x — y a — 26, 

et j’en conclus 

x=±^y / a ± i (/a— 26 , 

y=±çl/a-j- 26 26 . 

Exemple II. — Soient proposées les deux équations 
x 2 + y 2 + 2fl (*■ + y ) — * = o , 

xy — c(x-{-t/) = 0. 

Je multiplie la seconde par 2 et je l’ajoute membre à 
membre à la première , j’obtiens ainsi la nouvelle éaualion 
(*+y) J + 2(a—e)0c+y)— 6=o, 

et je la résous en y regardant x-j-y comme l’inconnue, ce 
qui donne 

x-\-y=c — a±:f/(c— a)* 4-6; 

13 
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xy=c(c— a)±cK (c — a)*-j-6. 

La somme et le produit de x et y étant connus , je calcu- 
lerai par la méthode ordinaire les valeurs de ces deux, 
quantités. 

III. — Equations qui ont un nombre quelconque d'inconnues. 

Je n’examinerai que quelques cas particuliers, et 
je ferai remarquer que, dans ce genre d’exemples, on doit 
éviter, s’il est possible, la résolution d’équations de degré 
supérieur au second, en cherchant à déduire des équations 
proposées la somme , la différence , le produit ou le rap- 
port de deux inconnues. 

Exemple I. — Soit à résoudre les équations 

« _ y _ f 

a 6 c ’ 

x 2 -\-y i -\-z 2 —d. 

En appliquant le théorème de la page 82 aux fractions 
égales ~ a , |, z - y je trouve 

x y z -z' 2 

a b c ’ 

donc 

X__y_z_ I / d 

a ' b c * a i 4-6 2 -j-c i ’ 

et , par suite , 



Exemple II. — Soient proposées les équations 



x+y-\-z=b, 

xy—cz. 
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» 

Si la valeur de x était connue, les deux dernières équations 
feraient connaître la somme x-{-y et le produit xy des deux 
autres inconnues ; aussi je vais commencer par calculer 
x. Pour cela, je multiplie la troisième équation par 2, et 
je l’ajoute membre à membre à la première : je trouve 
alors 

• > Or + y)=-j-z 2 =.a-j- 2 es. 

Or la seconde équation donne 

x-\-y=a — z; 

donc 

(a — z) 2 -}-z 2 — a-{-2ez. 

La résolution de cette équation conduit à la valeur de x; 
je calcule ensuite a; et y au moyen des équations 
x-\-y~a— z, 
xy=cz. 

On peut résoudre par la même méthode les systèmes 
d’équations qui suivent. 

1. x 2 -\-y 2 -\-z 1 -\-u, 2 —a, 

x-\-w=zb, 

y+z=c, 

yz—ux' t 

2 . (a;-j-ÿ-]-z; 2 =:5y 2 -|-8(ar-} - - z )> 

x 1 =y+z, 

z 2 =x 1 +y i ; 

3. . Æ 2 -|-y 2 — (z 2 -j-« 2 )=za, 

x-{-y-\-z-\-u~b, 

y 2 ~xz, 

zy—ux. 

III. — RÉSOLUTION DE PROBLÈMES 
DONT LES EQUATIONS SONT DU SECOND DEGRE. 

Les problèmes de ce genre se mettent en équation de 
la même manière que ceux qui conduisent à des équa- 
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tions du premier degré. Je ferai seulement remarquer 
que, si l’on n’a fait aucune hypothèse sur les grandeurs ou 
les positions relatives des données et des inconnues pour 
écrire les équations d’un problème , les valeurs imagi- 
naires des inconnues indiquent l’impossibilité de ce pro- 

M r 

blême, comme la notation -. Mais, dans le cas contraire, 
les hypothèses pouvant être fausses, les valeurs imaginai- 
res n’indiquent pas toujours que le problème soit impos- 
sible. 

PROBLÈME I. 



ABC 

Trouver , sur la droite qui passe par deux points donnes A 
et B, un point dont la distance au point A soit moyenne 
proportionnelle entre la distance au point B et la lon- 
gueur AB. 

Je désigne par D la longueur donnée AB, et par x la 
distance du point inconnu au point A. Pour écrire l’équa- 
tion du problème , je suis obligé d’assigner une position 
au point inconnu sur la droite donnée : soit G cette posi- 
tion, alors 

CA~æ, AB— a, <>t CB=jr — a; 
donc, d’après l’énoncé du problème, je dois avoir l’équa- 
tion 

i J = a(x — a), 

de laquelle je déduis 

a±l/— 3a J 
* = 2 

Ces valeurs étant imaginaires, dois-je en conclure que le 
problème est impossible ? Non ! car, pour écrire l’équa- 
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tion j’ai fait une hypothèse fausse. En effet , en plaçant le 
point C à la droite de B , je suppose 

CA> AB; 



or, j’ai aussi 



CA>CB : 



donc le carré de CA ne peut être égal au produit de AB 
par CB, comme je le suppose dans l’énoncé du problème. 

En plaçant au contraire le point C entre A et B ou à la 
gauche de A, je trouverais que le problème a deux solu- 
tions. 



PROBLÈME II. 

1 j 1 

A B C 

Sur la droite qui joint deux points lumineux A et B, trou- 
ver un point également éclairé par eux , en supposant 
inégales les intensités de leurs lumières. 

Soit d la distance AB qui sépare les deux points lumi- 
neux; je désigne par a l’intensité de la lumière envoyée 
par le point A à l’unité de distance , et par b l’intensité de * 
la lumière de B à la même distance. Je représente par x 
la distance du point inconnu C au point A , que je prends 
pour origine. Pour mettre ce problème en équation, j’ad- 
mets que l’intensité de la lumière reçue par un corps est en 
raison inverse du carré de la distance de ce corps au foyer 
lumineux. Il résulte de cette loi que , si un point matériel 
situé à une distance de A égale à l’unité reçoit une quan- 
tité de lumière exprimée par a, il n’en recevra plus que 
la quantité ^ lorsqu’il en sera éloigné de x unités. Pa- 
reillement, un point dont la distance à B est égale à x — d 
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reçoit de ce point lumineux une quantité de lumière égale 
à ^ x ^ d ~ ÿ - Donc l’cquation du problème est 

a b 

x 2 ( x — d) 1 ' 



en conclus immédiatement 



k; 3 =± k 'J 

x x— d’ 



et par suite 



d.]/' a 

1 /a+Ÿ'b 



Donc le problème a deux solutions. La formule 



^ d 1/ a 

indique qu’il existe un point satisfaisant aux conditions du 
problème entre les deux lumières A et B , puisque l’on a 



d\ / a 

FIT+P& 



> ou < 



d 

2 » 



selon que a est plus grand ou moindre que b. Si a— b, 
ce point est situé au milieu de AB. 

La seconde formule 



d[/a 
\/ a — J/ï 



montre qu’il existe un autre point également éclairé par 
les deux lumières , et qu’il est situé à la droite de B si 
l’on a 

a>b, 

tandis qu’il se trouve à la gauche de l’origine A lorsque 
l’on a 

a <6. 

Dans le cas singulier qui correspond à 

a — b, 



Digitized by Google 



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 199 

la seconde solution n’existe plus , puisque 




Si je suppose à la fois 

a— b et d — 0, 

la valeur de x devient ^ , et le problème est réellement 
indéterminé, car les deux lumières sont également intenses 
et occupent le même lieu A : donc tout point de l’espace 
reçoit d’elles la même quantité de lumière. 

PROBLÈMES A RÉSOUDRE. 

1 . Une personne qui a emprunté une somme a pour deux 
ans s’acquitte de cette dette par deux paiements, de b 
francs, faits à la fin de la première année et de la secon- 
de. — A quel taux a-t-elle emprunté? 

2. Trouver deux nombres qui soient dans le rapport de 
m à n , et dont les carrés diffèrent de a unités. 

3. Trouver deux nombres , sachant que leurs sommes 
est a et que la différence de leurs carrés multipliée par 
leur produit égale b. 

4. Un marchand a deux- quantités inégales de sucres 
de prix différents. Le poids de la première qualité et ce- 
lui de la seconde sont dans le rapport de 4 à 3. Le kilo- 
gramme de la première coûte la moitié autant de centi- 
mes qu’elle pèse de kilogrammes; et la seconde coûte 6 
centimes le kilogramme de moins que la première. Le 
prix de tout ce sucre est 2168 fr. Quel est le poids du 
sucre de chaque qualité ? 

5. Trouver deux nombres , sachant que leur différen- 
ce, augmentée de celle de leurs carrés, égale 22, et que 
leur somme , ajoutée à celle de leurs carrés , égale 242. 

6. Déterminer les dimensions d'un parallélipipède rec- 
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tangle dont on connaît la diagonale , la surface totale , et 
dont l’une des arêtes égale la moitié de la somme des 
deux autres. 

On appliquera les formules trouvées au cas particulier 
dans lequel la diagonale égale 2 1/39 mètres et la surface 
208 mètres carrés. 

7. Déterminer les dimensions d’un paraliélipipède rec- 
tangle équivalent à un cube donné, sachant que les trois 
arêtes ont une somme donnée et que l’une est moyenne 
géométrique entre les deux autres. 

On supposera ensuite le côté du cube donné égal à 
1 mètre et la somme des trois arêtes égale à 3 mètres. 

8 . 1 1 1 1 

A B B' A' 

Deux points A et A' d’une ligne droite étant donnés, 
on demande d’en trouver deux autres B et B', tels que 
l’on ait 

ABXAB' = m 2 , 

A'BXA'B'=n 2 , 

m et n étant deux lignes donûées. 

9 . 1 1 1 1 1 

A A' B B' M 

Quatre points A, A', B, B', d’une ligne droite, étant 
donnés, en trouver un cinquième M, tel que l’on ait 
ma_xma/ 

MB X MB' * ' 

). étant un nombre donné. 

On examinera les cas particuliers correspondants à 
X=1 et — 1. (Cette question est connue sous le 
nom de problème de la section déterminée. Voir la solution 
géométrique dans la Géométrie supérieure de M. Chasles.) 
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CHAPITRE VI, 

Propriétés des inégalités. — Questions de maximum 
et de minimum. 



I. - INÉGALITÉS. 

La relation qui existe entre les données et les incon- 
nues d’un problème est exprimée quelquefois par une iné- 
galité. On est conduit de même à la considération des iné- 
galités par la discussion des problèmes qui sont résolus au 
moyen d’équations. Il importe donc de connaître leurs 
propriétés, qui ont, au reste, beaucoup d’analogie avec 
celles des équations. Elles reposent sur les deux princi - 
pes suivants : 1“ Si la différence de deux nombres est po- 
sitive, le premier de ces nombres est plus grand que le se- 
cond, puisqu’il le surpasse d’autant d’unités et de parties 
de l’unité qu’il y en a dans cette différence ; 2° la diffé- 
rence de deux nombres n’est pas changée lorsqu'on aug- 
mente ou que l’on diminue ces deux nombres de la même 
quantité. 

Je partage les inégalités en deux classes : la première 
contient les inégalités qui ne renferment aucune quantité 
inconnue , et la seconde celles qui contiennent , au con- 
traire , des quantités de ce genre. Je vais les examiner 
successivement. 
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Cas dans lequel les inégalités ne renferment pas de quantités 
inconnues. 

THÉORÈME I. 

On peut augmenter ou diminuer les deux membres d’une 
inégalité d'une même quantité sans changer les condi- 
tions exprimées par cette inégalité. 

Ainsi , les deux inégalités 

10 > 8 , 

! 0 ± m > 8±m 

sont équivalentes , en supposant toutefois la quantité m 
moindre que 8 dans le cas de la soustraction. 

En effet, la différence des deux nombres 10 et 8 étant 
positive, celle des deux nombres 10dm» et 8±m l’est 
aussi , puisqu'elle égale la différence précédente : donc le 
nombre 10 dm» est plus grand que 8 dm». 

Scholie. — L’inégalité 

1 0 — m > 8 — m, 
soumise à la restriction de 

m <8, 

a été généralisée au moyen de conventions qui ont établi 
des rapports de grandeur entre les nombres négatifs. 

Pour cela, je remarque 1° qu’en supposant 8 , 
l’inégalité précédente prend la forme 

10— 8>o, 

et ne signifie plus rien , puisque comparer un nombre à 
zéro, c’est-à-dire à rien, c’est ne faire aucune compa- 
raison. Néanmoins on est convenu de dire qu’un nombre 
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positif est plus grand que zéro', afin d’avoir un signe al- 
gébrique pour désigner les nombres positifs. 

2° Si m= 10 , l’inégalité précédente devient 

0 > — 2 ; • 

on est convenu pareillement de regarder les nombres né- 
gatifs comme étant moindres que zéro, ce qui a introduit 
dans l’algèbre un signe particulier pour désigner les 
quantités négatives. 

3° Lorsqu’on suppose m t plus grand que 10, et par 
exemple égal à 12 , la même inégalité prend la forme 

c’est-à-dire que, si l’on veut établir une certaine relation 
de grandeur entre deux nombres négatifs quelconques , 
il faut admettre que le plus petit sera celui qui aurait la 
plus grande valeur si l’on faisait abstraction de leurs 
signes. 

Eu admettant ces trois conventions, je regarderai dé- 
sormais l’inégalité 

10 — w >8 — m 

comme étant vraie pour une valeur quelconque de m. 

Corollaire. — On peut transporter un terme d’une 
inégalité, d’un membre dans l’autre, pourvu qu’on change 
le signe de ce terne. 

Ainsi , les deux inégalités 

A>B’-j-C, 

A— C>B, 

sont équivalentes. En effet , on déduit la seconde de la 
première en retranchant la même quantité C des deux 
membres de celle-ci. 
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THÉORÈME II. 

On peut multiplier ou diviser les deux membres d’une 
inégalité par un nombre positif. 

Ainsi , les inégalités 

A> B, 

A m> Bm, 

sont équivalentes, pourvu que m soit un nombre po- 
sitif. 

En effet, la différence A — B étant positive, le produit 
de celte quantité par le nombre positif m est aussi positif, 
, c’est-à-dire que l’on a 

Am — Bm> 0 ; 

d’où je conclus 

Am> Bm. 

Corollaire I. — Si l’on multiplie les deux membres 
d’une inégalité par un nombre négatif, le signe de la 
nouvelle inégalité est l’inverse de celui de la première. 
Ainsi les, deux inégalités 

A>B, 

A(— 5)<B( — 5), 

sont équivalentes. 

En effet le produit de la différence positive A — B par 
le nombre négatif ( — 5) est négatif. Donc on a 
A(— 5)—B(— 5)<0, 

et par suite 

A( — 5)<B( — 5). 

Corollaire II. — Lorsqu’une inégalité a des termes 
fractionnaires , on peut réduire tous les termes de cette iné 
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galité au même dénominateur, et supprimer ensuite ce dé- 
nominateur s’il est positif. Dans le cas contraire , il faut 
changer le sens de l’inégalité. 

Ce théorème est évident : car supprimer le dénomina- 
teur commun, c’est multiplier les deux membres de l'iné- 
galité par ce nombre, qui peut être positif ou négatif. S’il 
est positif, l’inégalité n’est pas changée; au contraire, 
s’il est négatif, le signe de la nouvelle inégalité est l’in- 
verse de celui de la première. 

THÉORÈME III. 

On peut ajouter membre à membre deux inégalités de 
même sens. 

Soient données les inégalités 

a>b, 

a'>b 

je dis 

a 4 - 0 ' >6 + 6 '. 

En effet , la somme des différences positives a — b, 
a' — b', est elle-même positive : donc j’ai 

a — 6-J-a' — b’> 0, 

et par suite 

o-f a'> 

Corollaire. — On ne peut soustraire membre à membre 
deux inégalités, que si elles sont de sens contraire; et, dans 
ce cas , la nouvelle inégalité a le même signe que la pre- 
mière. 

1° Soient les inégalités 

a > b 
et 

a'<b': 
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je dis qu’on a 

o — o f > b — V. 

En effet, si l’on retranche de la différence positive 
a — b la différence négative a'— b', le reste est positif: 
donc on a 

o — b — 0, 

et par suite 

a — a'> 6 — b'. 

2° Lorsqu’on a 

a> b 
et 



«'> b\ 

on ne peut affirmer si 



o— a' est > ou <6 — 6% 



car on ignore laquelle des deux différences a — a! — b\ 
est la plus grande, et, par suite , on ne peut savoir si la 
différence 

a — b — (o r — b') 
est positive ou négative . 



THÉORÈME IV. 



On peut multiplier membre à membre deux inégalités de 
même sens , si toutefois leurs membres sont positifs. 
Soient données les inégalités 

a>b . 

<*’> b'. 

dans lesquelles a, b , a', b', sont des quantités positives : 
je dis que l’on a 

aa' > bb'. 

En effet, je multiplie les deux membres de la première 
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par le nombre positif a\ les deux membres de la seconde 
par le nombre positif b, et je les ajoute ensuite membre à 
membre : je trouve ainsi 

j 

aal -}- ba' > ba' -j- bb', 

OU 

aa'>bb'. 

Scholie. — Cette démonstration fait voir pourquoi le 
théorème n’a plus lieu lorsque les inégalités ont des 
termes négatifs. 

Corollaire. — On peut élever à la même puissance les 
deux membres d'une inégalité dont les membres sont po- 
sitifs. 

THÉORÈME V. 

On peut diviser membre à membre deux inégalités de sens 
contraire dont les membres sont positifs. 

Soient les deux inégalités 

a>6, 

a' < b'; 

je multiplie membre à membre ces inégalités , après avoir 
écrit la seconde sous la forme b'>a', et j’ai 

ab'^>ba'. 

Je divise ensuite par le nombre positif a'b' les deux mem- 
bres de cette nouvelle inégalité , ce qui donne 




Scholie. — Lorsque les inégalités sont de même sens, 
on ne peut plus affirmer si le quotient de leurs premiers 
membres est plus grand ou moindre que celui des deux 
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autres, à moins qu’on n'opère sur des exemples numéri- 
• , ques. 

Cas dans lequel les inégalités contiennent des inconnues. 

Les théorèmes qui précèdent sont aussi applicables à 
ce nouveau genre d’inégalités; mais les démonstrations 
ne sont plus les mômes, parce que, dans ce cas, il faut 
prouver que les valeurs des inconnues qui satisfont aux 
inégalités données ne sont pas changées par ces transfor- 
mations. Comme le mode de raisonnement est uniforme, 
je n’en donnerai qu’un exemple. 

THÉORÈME VI. 

On ne change pas les valeurs des inconnues d’une inégalité 
en ajoutant une même quantité aux deux membres. 

Ainsi les inégalités 

A> B, 

A+C>B+C,. 

sont équivalentes. 

Je suppose que ces deux inégalités renferment les in- 
connues x, y y et que la première soit satisfaite par les 
nombres 

x=\, y = 3 : 

je dis que ces nombres satisfont aussi à la seconde. En ef- 
fet, leur substitution dans l’inégalité 

A> B 

transforme ses deux membres en deux nombres dont le 
premier est plus grand que le second ; si j’ajoute à chacun 
de ces nombres la valeur correspondante de C , la pre- 
mière somme sera plus grande que la seconde. Or ces 
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deux sommes sont les valeurs que prennent les polynô- 
mes A-f-C, B-f-C , lorsqu’on y remplace x par 1 et y 
par 3. Donc ces nombres satisfont aussi à la seconde 
inégalité. 

Je démontrerais de même que, réciproquement, les nom- 
bres qui satisfont à la seconde inégalité conviennent aussi 
à la première. Donc ces inégalités sont équivalentes. 

Scholie. — Je conclus de ce qui précède qu’on peut ré- 
duire tous les termes d’une inégalité au même dénomina- 
teur lorsqu’elle contient des termes fractionnaires, puis 
supprimer le dénominateur s’il est positif. Mais, s’il est 
négatif, il faut renverser le signe de l’inégalité. 

Pour résoudre une inégalité à une seule inconnue, on ré- 
duit tous ses termes au même dénominateur, on supprime 
ensuite ce dénominateur. Alors, si les deux membres sont 
du premier degré, on rassemble dans l’un les termes qui 
renferment l’inconnue, et dans l’autre ceux qui ne la con- 
tiennent pas. On fait ensuite les opérations indiquées dans 
chacun des membres, et l’on divise celui qui ne renferme 
pas l’inconnue parle coefficient de cette quantité. On trouve 
ainsi une limite inférieure ou supérieure de l’inconnue. 

Exemple. — Résoudre l’inégalité 

2ar— ^ + *>5+«. 

Je réduis tous ses termes au dénominateur 6, et je sup- 
prime ce dénominateur: je trouve ainsi 
12# — 8-f-3a;> 30-{-6a\ 

Je fais ensuite passer tous les termes qui contiennent x 
dans le premier membre , et j’ai 

\1x-\-Zx — Ga;> 30-}-8, 

ii 
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9je> 38 , 

et enfin 

. 38 

X> T’ 

c’est-à-dire que l’inconnue peut avoir pour valeur tous 

38 

les nombres plus grands que qui est sa limite in- 
férieure. 

Si, après la suppression du commun dénominateur, l’in- 
égalité est du second degré, on rassemble tous les termes 
dans un même membre, et l’on trouve un résultat de l’une 
des deux formes suivantes : 

«je 2 -J- bx-\-c >0 

et 

aa; 2 -}-6ar-l-c<0. 

Je vais résoudre ces inégalités. Soient x ' et x" les 
racines du trinôme ax'-^bx-^-c, que je décompose en 
deux facteurs du premier degré : j’ai 

oj^-j-ôx-f-crra'ar — je') (je — x"). 

Dès lors, pour déterminer si le trinôme ax 2 -\-bx-\-c est 
positif ou négatif lorsque j’y remplace x par un nombre 
donné , il suffit de chercher si le produit 

(x — x (je — je") 

est positif ou négatif dans les mêmes circonstances. 

Je divise cette question en trois cas : 1° les racines x', 
x ", sont réelles et inégales ; 2 U ces racines sont égales ; 
3° elles sont imaginaires. 

1° Je suppose 

6 2 — 4ac> 0: 

les racines x ' et x" sont réelles et inégales; alors tout 
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nombre compris entre ces racines et substitué à x dans le 
produit 

(a; — a?) (a: — a:") 

rend positif l’un des facteurs , et l’autre négatif : donc la 
valeur de ce produit est négative. 

Au contraire, tout nombre non compris entre xi et x'', 
c’est-à-dire plus petit que la plus petite de ces racines, ou 
plus grand que la plus grande, étant substitué à x dans le 
produit précédent, les deux facteurs x — x', x — x", sont à 
la fois négatifs ou positifs : donc leur produit est positif. 

Je conclus de cet examen que , si le trinôme ax 2 -\-bx-\-c 
a ses racines réelles et inégales , il prend une valeur de mê- 
me signe que le coefficient a lorsqu’on y substitue un nom- 
bre non compris entre ses racines y c’est le contraire lors- 
que le nombre par lequel on remplace x est compris entre 
les racines. 

2° Je suppose 

b 2 — bac— 0, 

c’est-à-dire que les racines x' et x * sont égales ; par suite 

(x — x’)(x — x")— ( X — x 1 ) 1 : 

donc toute valeur substituée à x dans le carré (x — x’) 2 
donne un résultat positif, et , par conséquent , si le trinôme 
ax 2 -\-bx-\-e 

a ses racines égales , tout nombre substitué à x dans ce tri- 
nôme J le rend positif ou négatif , selon que le coefficient a 
est lui-même positif ou négatif. 

3° Enfin, si je suppose 

b 2 — 4ae<0, 

c’est-à-dire si les racines sont imaginaires, elles sont de 
la forme mrfcnl/^ï, et, par suite, 

( x — x) (x 1 — x")—(x—m — n|/^î)(x — m-f-nj/Hï)=(x— m) 2 -j- n J . 
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Donc ce produit, qui est égal à la somme de lieux carrés, 
est constamment positif. J’en conclus que, si le trinôme 

ax 7 -\-bx-\-c 

a ses racines imaginaires , tout nombre substitué à x dans 
ce trinôme le rend positif ou négatif, selon que le coeffi- 
cient a est lui-même positif ou négatif. 

PROBLÈME 1. 

Déterminer les côtés de l’angle droit d’un triangle rectaki 
gle } sachant que leur somme est moindre qu’une ligne 
donnée m, et que l’hypolhénuse a de ce triangle est aussi 
donnée. 

Soieut x le plus grand des deux côtés cherchés et y le 
plus petit : d’après l'énoncé du problème , j’ai 

x-\-y <*» 

etv 

a;’-(-y 2 =a 2 . 

Je détermine la valeur de x correspondante à une va- 
leur donnée de y par l’équation 

x = f/a 2 —y-; 

la question est alors réduite à la recherche des limites 
de y. Pour la résoudre sous cette forme , j’élimine x en- 
tre l’inégalité et l’équation du problème , et j’ai 
(w— y) s -j-y 2 >o 2 , 
ou , toute réduction faite , 

y 2 -my-\ - — >0. 

11 s’agit donc de déterminer y de telle sorte que celte 
quantité rende positif le trinôme 
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Le coefficient de y 2 étant positif, si 4° les racines de ce 
trinôme sont imaginaires ou égales , on peut prendre 
pour y un nombre quelconque , pourvu qu’il soit moindre 
que a, condition sans laquelle la valeur correspondante 
de x serait imaginaire. 

2° Si les racines du trinôme sont réelles et inégales, y 
peut prendre toutes les valeurs depuis o jusqu’à la plus 
petite racine , qui est 

m — {/ïn- — m 2 



On peut aussi lui donner toutes les valeurs comprises en- 
tre la plus grande racine 

m 1/2 a 2 — m 2 
2 

et le nombre a, qui est supérieur à cette racine. 

En remarquant que les deux racines sont les côtés de 
l’angle droit du triangle rectangle dans lequel la somme 
de ces côtés égale m et dont l’hypothénuse est a , on vé- 
rifie facilement les résultats précédents parla géométrie. 

II. - QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM. 

On désigne sous le nom de variable toute quantité qui, 
dans une question donnée, peut recevoir successivement 
différentes valeurs. 

Une variable est indépendante lorsque ses valeurs sont 
entièrement arbitraires; elle est dépendante ou fonction 
d’autres quantités lorsque les valeurs qu’elle prend sont 
déterminées par celles de ces quantités. C’est ainsi que 
l’aire d’un triangle est une fonction de sa base et de sa 
hauteur, qui sont des variables indépendantes. 
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On représente une fonction d’une seule variable x par la 
notation F ( x ). Lorsque les opérations indiquées sur la 
variable, dans cette fonction, font partie des six opéra- 
tions suivantes : addition , soustraction , multiplication , 
division, formation des puissances , extraction des racines, 
la fonction est dite algébrique. Dans le cas contraire , on 
lui donne le nom de transcendante; ainsi , le logarithme 
d’un nombre est une fonction transcendante de ce nom- 
bre, parce qu’on ne peut l’exprimer au moyen du nombre, 
en ne faisant usage que des six opérations précédentes. 

Lorsqu’une fonction algébrique est donnée, on calcule 
sa valeur correspondante à une valeur de la variable , en 
effectuant les calculs indiqués dans la fonction sur cette 
variable. Ainsi, lorsqu’on remplace x par 2 dans la fonction 

3 -j- 1-^1 -\-ix-\-x' 1 
x ’ 

on trouve, pour sa valeur, 

s+i/r+ï+â 

2 

ouïe nombreô. 

Le calcul inverse , c’est-à-dire la détermination de la 
valeur de la variable correspondante à une valeur donnée 
de la fonction offre plus de difficultés. En effet, pour trou- 
ver la valeur de x qui rend la fonction F (x) égale au nom- 
bre a , il faut résoudre l’équation 

F(x)=a. 

Le problème proposé sera possible lorsque cette équation 
aura une racine réelle; il sera impossible, au contraire, 
si les racines sont imaginaires. Par conséquent la discus- 
sion de l’équation indiquera dans quelles limites on doit 
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prendre le nombre a pour que le problème soit possible, 
et ces limites représenteront la plus grande valeur de la 
fonction F (a:), c’est-à-dire son maximum , et sa plus pe- 
tite valeur, c’est-à-dire son minimum. 

Lorsque l’équation 

F(jr}=a 

sera du second degré ou du quatrième , pourvu qu’elle 
soit alors bi-carrée , on pourra la résoudre au moyen des 
règles précédentes. 

Exemple I. — Quelle valeur faut-il attribuer à x dans 
le trinôme 

ax 1 -\-bx-\-c 

pour qu’il ait une valeur donnée m? — Ce trinôme est-il 
susceptible d'un maximum ou d’un minimum? 

J’écris l’équation 

eue 5 -)- bx- f- c—m, 

et je la résous par rapport à x : je trouve ainsi 

— b± \/ b 1 — Uac-\-L\am 



Donc il existe deux valeurs de x pour lesquelles le tri- 
nôme précédent est égal à m , pourvu que l’on ait 
V 1 — 4ac-f-4am> 0. 

Ces valeurs se réduisent à une seule si l’on a 
6* — 4ac4-4am=0. 

Enfin le problème est impossible si l’on suppose 
b 2 — 4ae-j-4am <0. 

Pour résoudre la première de ces inégalités par rap- 
port à m, dont elle donne une limite , je distingue deux 
cas : 1° a > 0; 2’ a <0. 



Digilized by Google 




216 



ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



Dans le premier j’ai 



Wl>- 



bac — b- 
ba 



c’est-à-dire que la valeur m du trinôme peut croître de- 

. bac— b 2 ,. , . 

puis — — — jusqu a oo , sans que la valeur correspon- 
dante de x cesse d’être réelle. Donc le trinôme 



ax* -\-bx-\-c, 



dont le coefficient a est positifs a un minimum fini, lequel 
égale b , et un maximum infini. 

Dans le second cas, c’est-à-dire lorsque je suppose a <0, 
la résolution de la première inégalité donne 



m< 



bac— b 2 
ba ’ 



par conséquent la valeur m du trinôme peut décroître de- 
puis — j j j^— jusqu a — oo , sans que la valeur correspon- 
dante de x cesse d’être réelle. Dès lors le trinôme 
ax*-\- 

dont le coefficient a est négatif, a un maximum fini, lequel 
égale 

bac — b 2 



et m minimum qui est — oo . 

Exemple II. — Partager' un nombre a en deux parties 
dont le produit soit égal à un nombre donné b. Le produit 
a-t il un maximum ou un minimum? 

Soient x et y les deux parties du nombre a: d’après 
l’énoncé du problème , j’ai 

s+y=a, 
xy — b 
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Donc x cl y sont les racines de l’équation 

z 1 — az-\-b—Q , 

qui, résolue, donne 

a ±\y a 1 — ub 

z ~ i • 



Ces valeurs de as montrent que le problème n’est possi- 
ble que si l’on a 



ou , au plus, 



*<f 



*=»■ 



U’ 



donc le produit b peut croître de o jusqu’au nombre 
qu’il ne peut dépasser, c’est-à-dire que ce produit a un 
maximum fini , lequel égale — ; par suite , ses deux fac- 
teurs sont égaux à ou à la moitié du nombre donné. 

Corollaire. — Ce théorème peut être étendu à un nom- 
bre quelconque de facteurs dont la somme est constante. 

Soit 

*,+ *.+ *3 + x n = a i 



je dis que le 'produit x t x r ..x n est maximum lorsque tous 
ses facteurs sont égaux. 

En effet, si le produit aJ 1 aJ 2 aj î ....a;«, supposé maxi- 
mum, avait deux facteurs inégaux, par exemple elx 2 , 
je pourrais remplacer chacun d’eux par leur demi-somme 
— , dans le produit, sans changer la somme a des » 
facteurs du produit; or, d’après le théorème précédent, 



j ai 




iô 
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c’est-à-dire que je pourrais décomposer le nombre a en 
n parties dont le prod uit serait plus grand que , x 2 , . . . x n ; 
ce qui contredit l’hypothèse. 

Corollaire II. — La moyenne arithmétique de plu- 
sieurs nombres est plus grande que leur moyenne géomé- 
trique, en supposant au moins deux de ces nombres iné- 
gaux. 

Soient x v x v ... x n , n nombres, parmi lesquels deux au 
moins sont inégaux; par suite du théorème précédent 
leur produit est moindre que celui de n facteurs égaux 
à la n ième partie de leur sommea: 1 -j-a:,...-4-a!„, c’est-à- 
dire que l’on a 



x,x,....x„ < 



^,+g,+— •+#« y 

K » ) 



et , dès lors 



\"y . a:.-}-# 

K X x X t ,...Xn < -1-! j 



ce qu’il fallait démontrer. 

Exemple III. — Décomposer un nombre a en deux fac- 
teurs dont la somme soit égale à un nombre donné b. Cette 
somme a-t-elle un minimum ? 

Soient x et y les deux facteurs du nombre a: j’ai les 
équations 

xy—a, 

x-\-y=b. 

Donc x el y sont les racines de l’équation 
s 2 — 6r-j-a=0. 
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Or les valeurs de s sont 

b + l/b'—üa 
— • 



Par conséquent le problème n’est possible que si b 2 est 
plus grand que 4 a ou au moins égal à ce nombre ; j’en 
conclus que la somme b peut décroître depuis cb jusqu’au 
nombre 2 [/a, qui est son minimum. 

Corollaire. — Ce théorème est susceptible de géné- 
ralisation. Ainsi, lorsqu’on a 

x n — a, 

la somme x x -\-x 2 -\-x i 4 “*» des n facteurs du pro- 

duit a est minimum si les facteurs sont égaux. 

En effet , si la somme x, -\-x 2 -f-Æ„ supposée mi- 

nimum avait deux parties inégales, par exemple x 1 etx 2 , 
je pourrais remplacer dans cette somme chacune d’elles 
par la racine carrée de leur produit sans changer la va- 
leur de a. Or, d’après le théorème qui précède , j’ai 



x,+x,>l/ X x X,-\-\/x,X %> 

et j’en déduis 

-}- x n > 1/ V' x,x,-\-x i -j-ar „ , 

c’est-à-dire que je pourrais décomposer le nombre a en n 
facteurs donllasomme serait plus petite que x x -\-x 2 -\-... 
-j-Æn, ce qui est contraire à l’hypothèse. 



PROBLÈMES A RÉSOUDRE. 

1. La fraction a-t-elle un maximum et 

a'ar-j-6'x-t-c' 

un minimum? 

2. Parmi tous les triangles rectangles dont la somme 
4 des côtés de l’angle droit est constante, quel est celui dans 



Digilized by Google 




220 



ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



lequel la différence entre l’hypothénuse et la perpendicu- 
laire tracée de l’angle droit sur ce côté est minimum ? 

3. Quel est le maximum du produit 

(ar-f t)(y+l), 

les deux variables x et y étant liées par la relation 

x i y 

a u = c. 

4. Circonscrire à une sphère de rayon donné un cône 
dont la surface totale soit égale à un carré donné. — Mi- 
nimum de cette surface. 

5. Inscrire dans un cercle donné un rectangle d’aire 
donnée. — Maximum de ce rectangle. 

6. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle 
dont la somme de la base et de la hauteur soit donnée. 
— Celte somme a-t-elle un maximum et un minimum ? 

7. Quel est le minimum de la quantité 

(x—a) (x—b) 

X 

8. Décomposer un nombre en deux parties telles que la 
somme des quotients qu’on obtient en divisant chacune de 
ces parties par l’autre soit un minimum. 

9. Inscrire dans un carré donné un rectangle de sur- 
ace donnée. — Maximum et minimum de cette surface. 

10. Inscrire dans un cône droit un cylindre dont la 
surface latérale ou totale soit donnée. — Maximum de 
cette surface. 
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